CRITÈRE POUR L'INTÉGRALITÉ DES COEFFICIENTS DE TAYLOR DES 

APPLICATIONS MIROIR 



E. DELAYGUE 



RÉSUMÉ. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour que les coefficients de Taylor 
de séries de la forme q{z) :— z exp{G{z)/ F{z)) soient entiers, où F{z) et G{z) + log{z)F{z) sont 
des solutions particulières de certaines équations différentielles hypergéométriques généralisées. Ce 
critère est basé sur les propriétés analytiques de l'application de Landau (classiquement associée 
aux suites de quotients de factorielles) et il généralise les résultats de Krattenthaler-Rivoal dans 
On the integrality of the Taylor coefficients of mirror maps, Duke Math. J. à paraître. Pour démon- 
trer ce critère, nous généralisons entre autres un théorème de Dwork concernant les congruences 
formelles entre séries formelles dans On p-adic differential équations IV : generalized hypergeome- 
tric functions as p-adic functions in one variable, Annales scientifiques de l'E.N.S., ce dernier ne 
suffisant pas dans notre cas. 



1. Introduction 

1.1. Applications miroir. Les applications miroir sont des séries entières z{q) inverses pour la 
composition de séries entières q{z) := z exp{G{z)/ F{z)), où F{z) et G{z) + \og{z)F{z) sont des 
solutions particulières de certaines équations différentielles hypergéométriques généralisées. Elles 
dépendent de nombreux paramètres et, dans les cas les plus simples, elles s'identifient à des formes 
modulaires classiques définies sur différents sous-groupes de congruence de S'L2(Z). Ces dernières 
apparaissant naturellement dans la théorie de Schwarz des fonctions hypergéométriques de Gauss 
(voir [l2])- Les applications miroir ont connu un regain d'intérêt à la fin des années 1980, à la 
suite de travaux en théorie des cordes qui ont amené des physiciens à étudier des Calabi-Yau 
threefolds et à construire leur variété miroir. En particulier, cette construction est associée à une 
application miroir dont les coefficients de Taylor permettent dans certains cas de compter les 
courbes rationnelles sur les Calabi-Yau threefolds (voir [î] par exemple). 

Sur de nombreux exemples en symétrie miroir, il a été observé que les coefficients de Taylor des 
applications miroir associées sont entiers. Cette observation a été démontrée dans de nombreux 
cas (voir un peu plus bas dans l'introduction) et le sujet de cet article est la démonstration d'un 
critère d'intégralité des coefficients de Taylor des applications miroir issues de certaines équations 
différentielles hypergéométriques généralisées. Ces équations s'interprètent souvent comme des 
équations de Picard-Fuchs de familles à un paramètre d'intersections complètes de Calabi-Yau 
dans des espaces projectifs à poids (voir [î]). Dans les cas où les applications miroir sont des formes 
modulaires classiques, l'intégralité de leurs coefficients de Taylor est conséquence des théorèmes de 
structure classiques des algèbres de formes modulaires. Néanmoins, dans le cadre plus général de 
cet article, la modularité au sens usuel disparaît et on doit faire appel à des techniques différentes 
pour aborder ces problèmes d'intégralité. 

Dans la suite, si e := (ei, . . . , e^J et f := (/i, . . . , /^J sont deux suites d'entiers positifs, on note 

W\ ■= Y^iLi ^i, |f I := Yjf=i fj 6t Q{e,f){n) := |^|^)|"^[^^^^|; , où n > 0. On définit les séries entières 



iein)\---{e,,n) 



et 

o.M,:^t^^::l^ (1.1) 

où Hn '■= Yli=i 1 le n-ième nombre harmonique. La série F(e,f)(-2) est une série hypergéomé- 
trique généralisée |3) et est donc solution d'une équation différentielle fuchsienne. Dans certains 
cas que l'on étudiera (voir la fin du paragraphe 16.2p . on obtient, via la méthode de Frobenius 
(voir [E]), une base des solutions de cette équation différentielle avec au plus des singularités 
logarithmiques à l'origine, dont F(e,f)(-2) et G(^e,î){z) + \og{z)F(^e,f){z). 

Dans le contexte de la symétrie miroir, la fonction q(e,î){z) := zexp(G'(e,f)(-2)/-F'(e,f)(-2)) est une 
coordonnée canonique et son inverse pour la composition z{q) est une application miroir. Le but 
de cet article est d'établir une condition nécessaire et suffisante pour l'intégralité des coefficients 
des applications miroir z{q), c'est-à-dire de déterminer sous quelles conditions on a z{q) G 
Dans le contexte de théorie des nombres de cet article, l'application miroir z{q) et la coordonnée 
canonique correspondante q{z) jouent exactement le même rôle car q{z) G zZ[[z]] si et seulement 
si z{q) G (voir [9| Introduction]). On formulera donc le critère pour q{z) uniquement mais 

il vaut aussi pour z{q). 

1.2. Énoncé du critère. Avant d'énoncer le critère d'intégralité des coefficients de Taylor de 
q{z), nous rappelons la définition de l'application de Landau associée à un quotient de factorielles. 
Étant données e := (ei, . . . , e^J et f := {fi, . . . , fg^) deux suites d'entiers positifs, on note A(e,f) 
la fonction de Landau associée à Q(e,f) définie, pour tout a; G M, par 

A{e,f)(a;) := ^[eix\ -^[fjx\, 
i=i j=i 

où L . J désigne la fonction partie entière. La fonction A(e,f) est constante par morceaux. No- 
tons M(e,f) := maxjei, . . . , e^^, /i, . . . , /gj}. La fonction A(e,f) est nulle sur [0, 1/M(e,f)[ car < 
ej/M(e,f) < 1 et < /j/M(e,f) < 1. La proposition suivante montre que la fonction de Landau 
permet de caractériser les suites e et f telles que, pour tout n EN, Q{e,f)(^) est entier. 

Critère de Landau (Landau, Bober). Soit e et f deux suites d'entiers strictement positifs dis- 
jointes. On a la dichotomie suivante. 

(i) Si, pour tout x G [0, 1], on a A(ej)(a;) > 0, alors, pour tout n G N, on a Q(e,/)(^) ^ 
(m) S'il existe un x E [0, 1] tel que A(ej)(x) < —1, alors il n'existe qu'un nombre fini de nombres 
premiers p tels que tous les termes de la suite Q{e,f) soient dans Zp. 

Remarque. Le point {i) est dû à Landau qui énonce une condition nécessaire et suffisante dans [6], 
et le point {ii) est dû à Bober (voir [2]). 

Dans la littérature, on peut distinguer trois résultats établissant l'intégralité des coefficients de 
Taylor d'applications miroir appartenant à des ensembles de plus en plus grand. 



Le premier résultat a été démontré par Lian et Yau dans [8], dans le cas où Q(e,f){n) = j^^, 
où p est un nombre premier. 

Ce résultat a été généralisé par Zudilin dans [I3]. Soit iV G N et = p1^ ■ ■ - pT décom- 
position en facteurs premiers. On note Aj^ et Bj^ les multi-ensembles (|^) définis par A^r : = 
{N, , . . •}i<ji<i2<...<^ et Bn :={!,..., 1, f-, ^ , . . .}i<ii<j2<...<£, avec un nom- 

bre de 1 dans Bn égal à (p{N), où ip est la fonction indicatrice d'Euler. Zudilin a montré que si e 



^On caractérisera dans la proposition [2] de la partie [6] les fonctions hypergêomêtriques généralisées dont les 
coefficients peuvent se mettre sous forme de factorielles. 

^Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel on autorise les répétitions des éléments. 
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est une suite constituée des éléments du multi-ensemble UiLi^A^i 6t si f est une suite constituée 
des éléments du multi-ensemble IJî=i-^a^,) où les Ni sont des entiers strictement positifs ayant le 
même ensemble de diviseurs premiers, alors l'application miroir associée à (e,f) a tous ses coef- 
ficients de Taylor entiers (jl). Par exemple, on peut appliquer le théorème de Zudilin aux suites 
Q(e,f){f^) = (2r^Hn\)'^ 2(e,f)(^) = (3n)f(2r!)!ra! ' respectivement attachées aux choix des paramètres 
k = l,Ni = A^et^'k = l,Ni = 6. " ' " 

Enfin, Krattenthaler et Rivoal ont démontré la conjecture de Zudilin (voir [I3l p. 605]). 

Théorème (Krattenthaler-Rivoal, [5]). Soit k E N, k > 1, et Ni, . . . ,Nk des entiers strictement 
positifs. Soit e la suite constituée des éléments du multi-ensemble UiLi^^^i et f la suite constituée 
des éléments du multi-ensemble [ji^iB^.. Alors l'application miroir associée à (e, /) a tous ses 
coefficients entiers. 

Il s'avère que le cas traité par Krattenthaler et Rivoal correspond exactement aux quotients 
de factorielles dont l'application de Landau associée est croissante sur [0, 1[ (0). On peut donc 
reformuler ce théorème en portant les conditions sur la fonction A(e,f). 

Théorème bis (Krattenthaler-Rivoal, [5]). Soit e et f deux suites d'entiers strictement positifs 
disjointes vérifiant \ e\ = \f\. Si A(ej) est croissante sur [0, 1[, alors q{ej) ^ zZ[[z]]. 

Remarque. La croissance de A(e,f) sur [0, 1[ implique sa positivité sur [0,1] et donc, d'après le 
critère de Landau, la suite Q(e,f) est à termes entiers. 

Le but de cet article est de démontrer le théorème suivant, qui caractérise complètement les 
applications miroir d'origine hypergéométrique (sous forme factorielle) ayant tous leur coefficients 
de Taylor entiers. Il contient les résultats des auteurs précédents. 

Théorème 1. Soit e et f deux suites d'entiers strictement positifs disjointes, vérifiant \ e\ = \f\ 
et telles que Q(e,f) soit une suite à termes entiers (ce qui équivaut à ^{e,f) > sur [0, 1]/ On a 
alors la dichotomie suivante. 

{i) Si, pour tout x G [1/M(ej), 1[, on a A(ej)(x) > \, alors qi^e,f){.z) G zl^z^. 

{ii) S'il existe un x E [1/M(ej), 1[ tel que A(ej)(x) = 0, alors il n'existe qu'un nombre fini de 
nombres premiers p tels que qi^e,f){.z) ^ zXp[[z\\. 

Nous allons maintenant énoncer un critère pour l'intégralité des applications de type miroir 
qL,(e,î) définies, pour tout entier L > 1, par qL,(e,î} '■= 6xp(G'L^(e,f)(-2)/-F(e,f)(-2)), où G'L,(e,f) est la 
série formelle 

On a qL,(e,f){z) G 1 + ^Q[[^]] et ^-^g(e,f)(^) = (Ilti C(e,f)(^))/(niLi 4,(e,f)(^))' de sorte que si, 
pour tout L G {1, . . . ,M(e,f)}, on a qL,{e,f) ^ ^[N], alors on a q(e,f) ^ zZ[[z]]. Ainsi, le point (i) 
du théorème [2] implique le point (i) du théorème [H 

Théorème 2. Soit e et f deux suites d'entiers strictement positifs disjointes, vérifiant \ e\ = \f\ 
et telles que Q{e,f) soit une suite à termes entiers (ce qui équivaut à ^(e.f) ^ sur [0, 1]). On a 
alors la dichotomie suivante. 

{i) Si, pour tout x G [1/M(ej), 1[, on a A(ej)(x) > 1, alors, pour tout L G {1, . . . , M(ej)}, on a 
qL,{e,f){z) G Z[[z]]. 



^Le cas traité par Lian et Yau correspond au choix des paramètres k — 1 et Ni — p avec p premier. 
"^Voir la fin de la partie [6^2] pour une explication détaillée. 
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(ii) S'il existe un x G [1/M(ej), 1[ tel que A(ej)(x) = 0, alors, pour tout L G {1, . . . , M(^e.f)}, 'il 
n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers p tels que qL,{ej){z) ^ 

Remarques. - On remarquera l'analogie entre le critère de Landau et les théorèmes [H et O 

- Montrer le cas (i) du théorème [H revient à montrer que la conclusion du théorème bis perdure 
lorsque A(e,f) n'est pas forcément croissante sur [0, 1[ mais lorsque l'on a la condition plus 
faible A(e,f) > 1 sur [1/M(e,f), 1[. Un exemple d'une telle fonction A(e,f) est donné par les 
suites e = (3, 3) et f = (2, 1, 1, 1, 1). 

- Le théorème [2] est une généralisation du théorème 1 de [5]. 

- Si la suite Q(e,f) est à termes entiers alors, d'après le critère de Landau, A(e,f) est positive sur 
[0, 1]. Ainsi, s'il existe un x G [1/M(e,f), 1[ tel que A(e,f)(x) < 1, alors on a A(e,f)(x) = 0. Ce 
qui justifie les dichotomies annoncées dans les théorèmes [U et El 

- Nous verrons en fin de partie 16.21 que M(^e,î) est en fait le terme maximal de la suite e et on a 

M(e,f) > 2. 

1.3. Trame de la démonstration des théorèmes [H et [S Dans la partie on énonce et 
démontre notre théorème [3l qui généralise un critère de congruences formelles de Dwork. Ce dernier 
était crucial pour les résultats de Lian-Yau, Zudilin et Krattenthaler-Rivoal. Le théorème [3] est au 
coeur de la preuve des théorèmes [H et [2] puisque l'on montre dans la partie 14.11 que le critère de 
Dwork ne suffit pas pour démontrer le point (i) du théorème [2l 

Dans la partie [3l on ramène les théorèmes [T] et [2] à la preuve d'un énoncé p-adique. 

La partiel!] est consacrée à la preuve de l'assertion (i) du théorème 12, ce qui est de loin la partie 
la plus longue et la plus technique de l'article. On doit en particulier démontrer un certain nombre 
d'estimations p-adiques fines afin d'être en position d'appliquer le théorème El 

Dans la partie El on démontre les assertions (ii) des théorèmes lH et El qui découlent assez vite 
de la reformulation de ces théorèmes établie dans la partie 13 

On finit, dans la partie El par caractériser les fonctions hypergéométriques généralisées dont les 
coefficients peuvent se mettre sous forme de factorielles et on décrit les sauts des applications de 
Landau sur [0, 1]. 

2. Congruences formelles 

La preuve de l'assertion (i) du théorèmeElest basée essentiellement sur la généralisation suivante 
du théorème de Dwork [3], Theorem 1, p. 296]. Soit p un nombre premier. On note fi le complété 
de la clôture algébrique de Qp et O l'anneau des entiers de fl. 

Théorème 3. Fixons un premier p. Soit {Ar)r>o une suite d'applications de N dans Vt \ {0} et 
{9r)r>o une suite d'applications de N dans O \ {0} telles que, pour tout r > 0, on ait 
(0"|^.(0)|p = l; 

(u) pour tout m G N, on a Ar{m) G g^{m)0 ; 
et telles qu'il existe un ko EN tel que 
(m) pour tout m eN et tout r > 0, 

si Vp{m) > ko alors, pour tout v,u et s dans N tels que v < p, u < p^ , on a 

Arjv + Up + mp'+^) _ Ar+lju + mp') ^ ^,+^0+1 9r+s+l{^) ^. 
Ar{v + Up) Ar+l{u) Qri'^ + W) 

s^ v,{m) <ko-l, alors ^ - G p^^^im)^' g,.^,{m)0; 

{iv) pour tout k G {1, . . . , k^], tout v G {1, . . . ,p — 1}, tout m E N et tout r > 0, on a 
gj.{v + mp^) e p'^ gj.{mp'')0 et g^{mp^) G g^j^f^{m)0. 
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Alors, pour tout a G {0, ... ,p — 1}, tout m et s dans N, tout r > et tout K G Z, on a 
Sr{a, K, s,p, m) : = 

(m+l)p^ — 1 
j=mp'' 

où l'on pose, pour tout r > 0, Ar{i) = si £ < 0. 

Remarques. - Le théorème de Dwork correspond au cas où ko = 0, auquel cas la condition (m) 
est identique à la condition (m) du critère de Dwork et la condition {iv) est vide. La preuve 
pour ko > 1 est très différente de celle donnée par Dwork pour ko = 0. 

- On peut trouver une généralisation différente du critère de Dwork dans [10]. Cette générali- 
sation ne semble pas adaptée à notre situation. 

- Les fonctions A,, et peuvent dépendre de p. On utilisera cette souplesse. 

Dans la suite, si ko est un entier naturel, on appellera ko-couple de Dwork tout couple de suites 
((Aj.)r->0! (gr)»->o) où les sont des applications de N dans Q \ {0}, les sont des applications 
de N dans 0\ {0}, telles que, pour tout r > 0, A,, et g^, vérifient les conditions {i) ,{iï) et {iv) 
du théorème m 

Le but de la fin de cette partie est de démontrer le théorème [3l Pour cela, on va avoir besoin 
d'un certain nombre de résultats intermédiaires. 

2.1. Lemmes préparatoires. On énonce et démontre trois lemmes. 

Lemme 1. Soit {gr)r>o une suite d'applications de N dans O \ {0} telle qu'il existe un entier 
naturel /cq > 1 tel que 

{IV) pour tout k G {1, . . . , ko], tout v G {1, ... ,p — 1}, tout m G N et tout r > 0, on a 
gj.{v + mp^) E p^ gj.{mp^)0 et gj.{mp^) G ^^_,_^(m)0. 
Alors, pour tout w Efi, w >1, et tout r > 0, on a g^w) G p^'^O. 

Remarque. - La condition {IV) du lemme [T] est la condition {iv) du théorème [3l 

- La condition w 7^ est essentielle car, pour w = 0, l'hypothèse {IV) ne donne pas mieux que 
g,(0)GO\{0}. 

Démonstration. On écrit w := Yl!i=Q'^tP^ 1^ développement p-adique de où wn 7^ 0. On va 
raisonner par récurrence sur A^. 

- Supposons = 0. 

Dans ce cas, on a w = ^ {1; • • • ;P ~ !}• En appliquant {IV) avec f = w, = fco et m = 0, on 
obtient bien g^(w) G p^°g^(0)C C p'^^'O. 

- Supposons > 1. 

Soit T] le plus petit entier naturel tel que w,, 7^ 0. Si 77 = 0, alors > 1 donc, d'après {IV) 
appliquée en t> = wo.,k = 1 et m = ^^q^ on obtient gr(w) G pgri^P)^ PEr+ii^)^- 

On a m > wj\fp'^~^ > 0. Ainsi, par hypothèse de récurrence, on a gr+ii^) ^ P^°0, d'où le résultat. 

Si ?7 > 1, alors w = pYld=Q "^t+iP^ ■ D'après {IV) appliquée en A; = 1 et m = Yl!t=o "^t+iP^ > 0) 
on obtient gr(îi') = gr("^p) ^ gr+il"^)^ et on conclut par l'hypothèse de récurrence. Ceci achève 
la preuve du lemme. □ 

Lemme 2. Soit {{Ar)r>o,{gr)T>f)) un ko-couple de Dwork avec ko > 1. Alors, pour tout k G 
{0, . . . , ko}, tout a G {0, . . . ,p— 1}, tout m G N, tout K E Z et tout r >0, on a Sr{a, K, 0,p, mp^) G 
P^^^ gr+i{'mp^)0 . 
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Démonstration. Soit A; G {0, ... , /cq}, a E {0, . . . ,p — 1}, m E N, K E Z, et r > 0. On a 

Sr{a,K, 0,p,mp'') = Ar{a + p{K - mp^))Kr+i{mp^) - Kr+i{K - mp'')Ar{a + mp^^^). 

Si K — mp^ < alors 8^(0, i^, 0,p, mp^) = et le lemme [2] est trivialement vrai. On suppose donc 
K — mp^ > dans la suite de la démonstration. On va distinguer plusieurs cas. 

- Supposons a^{]eik<kQ — 1. 

D'après {ii), on a A,.(a + p{K — mp^)) E gr(a + p{K — mp^))0 et, d'après le lemme [T], on a 
gj.{a + p{K — mp'^)) E p'^^O car a + p{K — mp^) > 1. Comme /c + 1 < /eq, on obtient donc 

Ar{a + p{K - mp^)) E p^^^O. (2.1) 

Toujours d'après on a 

A,+i(m/)Gg,+i(m/)0, (2.2) 

A,+i(ir - m/) E g,+i(i^ - m/)0 C O (2.3) 

et Ar(a + rap^^^) E g^(a + mp'^+^)C. Comme 1 < A; + 1 < fco, on peut appliquer (if) en /c + 1 et 
on obtient g^(a + mp^^^) E p''^^g^{mp'^^^)0 C ]9''+^g^^^;^(mp'^)0 et donc 

A,(a + m/+i) G /+^g,+i(mp'=)C. (2.4) 

Ainsi, d'après (EHl), (l2j), (Ej]) et ([231, on obtient bien Sr{a, K,0,p,mp'') G p^+^g^+i(mp'=)C. 

- Supposons a 7^ 0, /c = fco et — mp'^" > 0. 

D'après (m), on a A.,.(a + p(fr — mp^^)) G g^(a + p{K — ■mp'^°))0 et, d'après (zf), on a 

g^{a + p{K — mp^°)) E pg^{p{K — mp''°))0 . Comme K — mp^" > 0, le lemme [T] implique donc que 

Ar{a + p{K - mp^'')) G p'^^+^C. (2.5) 

D'après (m), on a 

A,+i(mp*=") G g,+i(mp^°)0 (2.6) 

et 

Ar+i{K - mp^^) G g,+i(ir - mp*'")C> C p'^»^, (2.7) 

où l'inclusion dans (12. 7p est obtenue de nouveau via le lemme [TJ 

Enfin, d'après (m), on a Ar(a + mp*'°"'"^) G gr(a + mp'^''+^)(9. D'après (if), on obtient 

g^(a + mp^^o^^) = g^(a + {mp^°)p) G pg,.{mp'"'+^)0 C pg^+i(mp''")C 

et donc 

A,(a + mp'^«+^) G pg,+i(mp^o)0. (2.8) 
Ainsi, d'après (EJl), ((231), (l22D et ([23]), on obtient bien Sria, K,0,p,mp'"') G p'=«+^g^+i(mp'=o)C. 

- Supposons a 0, k = ko et K — mp^^ = 0. On a alors 

Sr{a,K,0,p,mp''") = A^(a)A,.+i(mp'=«) - A^+i (O)A^ (a + mp'=o+^) 

' Ar(a + mp'"'+^) Ar+i(mp''o) 
A^(a) A,.+i(0) 

avec, d'après (i) et (ii), Ar(ci) Ar+i(0) G g^(a)C Comme Vp{mp^°) > fcoi on obtient, d'après (m 
appliquée ens = 0,f = a,f = Oet mp'^'^ à la place de m, que 

A,(a + mp^"+^) _ A,+i (mp^») ^ fc„+i g.+i(^P^°) ^ 

Ar(a) A,.+i(0) g^(a) 
La congruence voulue en découle. 

- Il reste un seul cas : a = 0. 



-A^(a)A^,+i(0) 



Dans ce cas, on a 

Sr{0, K,{),p,mp^) = Ar{p{K - mp^))Kr+i{mp^) - Kr+i{K - mp^)Kr{mp^^^) 

- A,.(UJA._,UUJ ^ A,.(0) A,.+i(0) A,.+i(0) A,.(0) 

On écrit le terme de droite sous la forme 

Ar{p{K — mp^)) Ar+i{mp'^) Ar+i{K — mp'^) Ar{mp^~^^) 
K{Ô) A,+i(0) A,+i(0) A,(0) " 

Ar+i{mp'') f Ar{p{K — mp'^)) Ar+i{K — mp^] 



A,+i(0) V A,(0) A,+i(0) 

Ar^i{K — mp^) f Ar{mp'^~^^) Ar+i{mp'') 



A,+i(0) V A,(0) A,+i(0) 

Remarquons maintenant que l'on a 

A^(mp^+^) Ar+i{mp'') ^ 



Ar{0) A,+i(0) 



e/+^g,+i(m/)0. (2.9) 



En effet, si Vpijnp^) > /cq alors, en appliquant {iii) avec f = M = s = Oet mp'^ à la place de m, on 



obtient 



A^(m/+i) A^+i(mp^) ^ ^fco+i gr+i("^P^) ^ 



A,(0) A,+i(0) " g,(0) 

De plus, d'après {i) et (ii), §^(0) est inversible dans O et, par hypothèse, on a A; < fco, donc on 
obtient bien (I2.9P dans ce cas. Si en revanche Vp{mp^) < kQ — 1 alors, d'après {iii) avec mp^ à la 
place de m, on obtient 

A,(0) A,+i(0) g,+i(mpjUCp g,+ilmpjU, 

ce qui achève la vérification de (12. 9p . 

Ainsi, si i^" — mp^ = 0, alors on a bien Sr{0, K,0,p,mp^) G p''~^^g^^i{mp'')0 . Si — mp'^ > 0, 
alors on a 

En effet, si Vp{K — mp^) > feg alors, en appliquant {iii) avec v = u = s = QGtK — mp^ à la place 
de m, on obtient 

Ar{p{K-mp^)) Ar+i{K - mp'') ko+i ër+ijK - mp'') 
A,(0) A,+i(0) ^ g,(0) 

De plus, d'après (i) et (m), gr(0) est inversible dans O et, par hypothèse, on a fco > 1, donc on 
obtient bien (12.101) dans ce cas. Si en revanche Vp{K — mp^) < — 1 alors, d'après {iii) avec 
K — mp^ à la place de m, on obtient 

MpjK-mp'^)) A,+i(ir-m/) (^.^^.j+i _ , , 

A,(0) A,+i(0) mp)UCpg,^,{K mp )U, 

ce qui achève la vérification de (I2.10p . 



D'après le lemmelU on a gj._^_i{K — mp^) G p^"0. D'après (z) et (m), on a de plus '^^^^^[('o) ^ 
g^_^i(mp'')C, donc 

et comme également a^'^i^co^ ^ ^ gr+i(-^ ~ mp^)0 C O, on a 

On a donc bien 8^.(0, K, 0,p, mp'^) G p^+^g^^_]^(mp^)(9, ce qui achève la preuve du lemme. □ 

Enfin, on aura besoin du lemme suivant. 

Lemme 3. Soit {{Ar)r>oi {9r)r>o) un k^-couple de Dwork avec ko > 1. Soit a G {0, . . . ,p — 1}, 
G Z et s G N, s > 1. Si, pour tout Sq < s , pour tout m G N et tout r > 0, on a 

Sr{a,K,so,p,mp''') G ^3o+r+i(^p'")(^, (2.11) 

et 

5.(a,i^^,so,p,m) G/«+^p,„+,+i(m)0. (2.12) 
Alors, pour tout m G N et tout r >0, on a Sr{a, K, s,p,m) G p'^^^gg_^^^i{m)0. 

Démonstration. On va d'abord montrer que, pour tout m G N, tout r > 1 et tout k < min(s, ko), 
on a Sr{a, K, s,p,m) = Sr{a,K,s — k,p,mp'^) mod p''"'"^g^_,_^_,_i(m)0. Pour cela, on va raisonner 
par récurrence sur k. 

Si = 0, il n'y a rien à montrer. 

Supposons que min(s, ko) > k > 1. Par hypothèse de récurrence, on a 

Sr{a,K,s,p,m) = Sr{a,K,s- k + l,p,mp^~^) mod /+^g^+,.+i(m)C. (2.13) 

Comme {mp'', . . . , mp"* + — 1} = |J^~Q{mp'* + vp'^~^, . . . , mp"* + vp'^~^ + p"*"^ — 1}, on a 

p-i 

Sria,K,s - k + l,p,mp''~^) = ^Sr{a,K,s - k,p,v + mp''). (2.14) 

Comme s > k > l,onaO< s—k < s et on obtient, d'après (12.121) . que, pour tout f G {0, . . . ,p—l}, 
on a Sr{a, K, s — k,p,v + mp^) G p''~'^^^gs_fc+.,.4.i(f + mp^)0. Comme également /c G {1, . . . , ko} 
on obtient d'après (zf), que, pour tout fG{l,...,p— 1}, ona 

(mp'^)Cc/g,+,+i(m)0. 

En utilisant ces informations dans (12.14p . on obtient (il reste seulement le terme pour v = Q) : 

Sr(a, s — k + l,p, mp^^^) = Sr{a, K,s — k,p, mp^) mod p'^~*'"'^g^_,_^_,_]^(m)0, 

ce qui, joint à ( 12.13p . montre que Sr(a, s,p, m) = Sr{a, K,s — k,p, mp^) mod p^~^^gs_^r_^_i{m)0 
et achève la récurrence sur k. 

On a donc Sr{a, K, s,p,m) = Sr{a, K, s — mm{s, ko),p,mp'^™^'^''''^'^) mod p'^~^^gg_^^_^_i{m)0. 

Si s < ko, alors Sr{a, K, s,p,m) = Sr{a, K,0,p,mp'^) mod p*~''^g^^_^_,_]^(m)(9. En appliquant 
le lemme [2] en k = s, puis (if) en A; = s, on obtient Sr{a, K,0,p,mp'^) G p'^^^g^_,_i(mp^)0 C 
P'^^^ës+r+ii^)^ et donc Sr{a,K, s,p,m) G p^^^gg^j.^i{m)0 , comme voulu. 

Si maintenant s > ko alors Sr{a, K, s,p,m) = Sr{a,K,s — ko,p,mp^'') mod p'^~^^gg_^_^_^i{m)0. 
Or, comme s > fco > 1, on a < s — fco < s et on obtient (d'après (I2.1ip et (if) appliquée en 



k = ko) que S^(a,K, s - A;o,p,m/o) G ''«+'''°+^gs_feo+r+i(m/")C C p'^^g,^.,^^{m)0, ce qui 
achève la preuve du lemme. □ 

2.2. Démonstration du théorème [3l Comme dit au début de la partie El le cas ko = corres- 
pond au critère de Dwork. Il nous suffit donc de démontrer le cas où il existe un /cq > 1 tel que les 
hypothèses (m) et (iv) soient vérifiées. En particulier, on utilisera les lemmes [T], [2] et [3l La trame 
de la démonstration s'inspire de celle du théorème de Dwork, mais elle diffère assez sensiblement 
dans les détails. 

On doit montrer que, pour tout a G {0, ... ,p — 1}, tout m et s dans N, tout r > et tout 
i^T G Z, on a 

Sr{a,K,s,p,m) e f+'g,+r+i{m)0. (2.15) 
Pour tout a G {0, ... ,p — 1}, tout j G N, tout r > et tout i^' G Z, on note 

Vria,K,pJ) := Ar{a + p{K - j))Ar+i{j) - Ar+i{K - j)Ar{a + jp), 

de sorte que Sr{a, K, s,p,m) = YI^J^^JF XJria, K,p, j). Pour tout s G N, s > 1, on note 

l'assertion suivante : pour tout a G {0, ... ,p — 1}, tout m G {0, . . . , s — 1}, tout m G N, tout r > 
et tout if G Z, on a les congruences 

Sr{a,K,u,p,m) e p^+'g.,+,.+,{m)0 et S,(a, if, mp^«) G p"+*'°+ig,+,+i(m/'')a 

Pour tout s G N, s > 1, et tout t G {0, ...,s}, on note f3t,s l'assertion suivante : pour tout 

a G {0, ... ,p — 1}, tout m G N, tout r > et tout if G Z, on a la congruence 

Sr{a, K + mp''^''° , s,p,mp'"') = 

j=0 ^t+r+l\J) 

Nous allons maintenant énoncer trois lemmes permettant de montrer (12.151) . 
Lemme 4. L'assertion ai est vraie. 

Lemme 5. Pour tout s,r et m dans N, tout a G {0, ... ,p — 1}, tout j G {0, ... — 1} et tout 
if G Z, on a 

Ur{a,K + mp'+''\p,j + mp'+'''') = ^^^i^^f^^^y^ C/,(a, if,p, j) mod /+''°+'^,+,+i(m/o)0. 



Lemme 6. Pour tout s E N, s > 1, et tout t G {0, . . . , s — 1}, les assertions as et Pt,s impliquent 
l'assertion (3t+i^s- 

Avant de prouver ces lemmes, nous allons montrer que leur validité implique bien (|2.15l) . On va 
montrer que est vraie pour tout s > 1 par récurrence sur s, ce qui donnera en particulier la 
conclusion du théorème [3l D'après le lemme [H ai est vraie. Supposons vraie pour un s > 1 
fixé. On remarque que Po,s est l'assertion 

f3o,s ■ Sr{a, K + mp"^'"', s,p, mp^'') = 

pS — ± ■ -\-k 

E ^^^±i^^^^S.(a,if,0,p,j) mod/+^°+^g,^,.^,(m/")0. 

j=0 ^r+l[J) 
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Comme S,. (a, 0,p,j) = Ur(a, K,p,j), on a 



et, d'après le lemme[5], on obtient 

= Sr{a, K + mp''^^^ s,p,mp'''') mod p''+^°+^g^+^+i(m/«)C. 

Ainsi, l'assertion /3o,s est vraie. On obtient alors, par le lemmelU la validité de /Si^^. Par itération 
du lemme[6l on obtient finalement [3s,s, qui est l'assertion 

S,(a,ir + mp^+'=o,s,p,m/°) = ^^'^'^""^^"^ S,(a, i^, 0) mod p*+^«+^g,+,+i(mp^o)C. 

(2.16) 

Nous allons maintenant montrer que, pour tout a G {0, ... ,p — 1}, tout s G N, tout r > et tout 
G Z, on a S^(a, s,p, 0) G p^+^^o+i^), goi^ T G N tel que (T + ly > /sT. On a 

T T {m+l)p'' — l 

^Sr{a,K,s,p,m) = ^ (A^(a + - j))A^+i(j) - A^+i(is: - j) A^(a + j») 

m=0 m=0 j=mp^ 

K 

= J2 + - j)) A.+i(j) - A,+i(i^ - j) A,(a + jp)) (2.17) 

= 0, (2.18) 

où l'on a utilisé dans ( 12.17^ le fait que Ar{i) = pour £ < 0, et ( 12.18^ a lieu car le terme de la 
somme (I2.17p est changé en son opposé lorsque l'on change l'indice j en K — j. 

Comme «s est vraie, on obtient via le lemme[3](avec sq = u) : Sr(a, K,s,p,m) & p^~^^gs+r+ii^)^j 
ce qui prouve la première partie de l'assertion a^+i. Si m > 0, alors d'après le lemme [H, on a 
gs+r+ii^) ^ p'^°0. Donc, on obtient, pour tout m > 0, que Sr{a, K, s,p,m) G D'où 
également, Sr{a, K, s,p,0) = —J2^=i Sr{a, K, s,p,m) G p'^^^^^^C. De plus, d'après les conditions 
(i) et (ïï), pour tout m G N et tout r > 0, on a a '^4^+7(0)°^ ^ Es+r+ii^P''°)^- Ainsi, d'après 
Ps,s {i-e. ( I2.16P ). pour tout m G N et tout K e Z, on obtient Sr{a,K + mp^~^''° , s,p,mp''°) G 
^s+A:o+ig^^^^^(^j^pfco^0 donc «s+i est vraie. Ceci achève la récurrence sur s. Ainsi, pour tout 
s G N, s > 1, «s est vraie et, en particulier, Sr{a, K, s,p,m) G P^'^^g.s+r+ii''^)^- H reste plus 
qu'à démontrer les lemmes SI [5] et [H 

Démonstration du lemme^ En appliquant le lemme [2] avec k = et k = ko, on obtient respec- 
tivement Sria, K,0,p,m) G pgr+ii^)^ 6t Sria, K,0,p,mp''°) G p''°^^g^j^_i{mp''°)0, ce qui n'est 
rien d'autre que l'assertion ai et termine la preuve du lemme [H □ 
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Démonstration du lemme{^ On a 

Vria,K + mf+'\p,j+mf+'^^) - Ar+i(j + ^^^^ 

A,.+i(j) 

= -A^+i - J a + jp) . . , . ^ 7 7TT . 2.19 

V Ar{a + jp) Ar+i{j) ) 

Comme a < p,j < p'^ et Vp{mp^^) > fco, l'hypothèse (m) imphque que le terme de droite de 
l'égalité ( 12Ï91 ) est dans A^+i(ir - j)A^(a + De plus, d'après la condition 

(ii), on a Ar{a+ip) G gj,(a+jp)0 et Ar+i{K — j) G gj,_,_]^(fr — j)0 C O. Ces estimations montrent 
que le membre de gauche de ( 12.19^ est dans p'^^^°^^^s+r+i{'^P^°)^ ^ comme voulu. □ 

Démonstration du lemme{^ Pour t < s, on écrit (3t,s sous la forme 
Sria,K + mp^^''°,s,p,mp''") = 

^ ^ + f^P + ^P'-''- °) s^,(^^ modp^+'=o+ig,^,^,(m/o)0. (2.20) 

On veut montrer A+i,s) qui s'écrit 
S^(a,K + m/+'''',s,p,m/°) = 

pS—t — i_^ t-f-A; 1 

E ^^+-+^(^ + ^f7^ °"'^ S.(a,ir,t + l,p,/i) mod/+^o+^g.+.^,(mp'=«)0. 
On remarque que Sr(a, iî', t + /x) = X]r=o Sr(a, -f^, t,p,i + fip). Ainsi, en posant 
X:=Sr{a,K + mp^^'^s,p,mp'^')- Yl f ^ ^ ^ S.(a, z + /zp), 

il ne reste plus qu'à montrer que X G p''^^°^^g^_|_,._|_i(mp'^")(9. D'après Pt,s sous la forme (12.201) . on 
obtient que 

E Sr{a,K,t,p,i + ^ip) 

X 7^ ^7T- ^ r-T mod p'+'="+'g,+,+i(mp'^«)C. 

Or, d'après l'hypothèse (m) appliquée avec s — t — 1 pour s et mp'''^ pour m, on a 

At+,+i(i + /ip + mp^-^+'^o) At+,+2(/i + mp^-'-i+'^û) ^ ^,,t+fco g.+r+i("^/°) ^ 



;î + /^P) At+^+2 ifi) gt+r+1 + f^P) 



De plus, comme t < s et puisque as est vraie, on a Sr{a, K,t,p,i + fip) G P*^^gt+r-+i(^ + l^p)^- 
Donc on a bien X G p'*"'"^°"'"^g^^,,._,_i(mp'^'')(9. Ceci achève la preuve du lemme[6]et donc celle du 
théorème [3l □ 
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3. Un énoncé p-adique équivalent au critère 



On se place sous les hypothèses des théorèmes [T] et [2l On fixe L G {1, . . . , M(e,f)} dans cette 
partie. On rappelle que g(e,f) G z7L\\z^^ respectivement qL,ie,f) ^ si, et seulement si, pour 

tout nombre premier p, on a g(e,f) G zZp[[z]], respectivement qL,{e,î) ^ ^pfM]- 

Nous allons définir, pour tout nombre premier p, des éléments ^p{a + Kp) et ^L^p{a + Kp) de Qp, 
oiï a e {0, . . . ,p — 1} et -fT G N, et montrer que ^(e.f) ^ zZp[[z]], respectivement 9L,(e,f) ^ ^p[N]î 
si, et seulement si, pour tout nombre premier p, tout a G {0, ... ,p — 1} et tout AT G N, on a 
$p(a + Kp) G pZp, respectivement + Kp) G pZp. 

Pour alléger les notations, on notera A := A(e,f), Q := Q(e,f), F := -F{e,f), C '■= ^Ce.f), Cl := 
GL,(e,f), 9 ^{e.f) et := qL,{e,f), comme dans toute la suite de l'article. On fixe un nombre 
premier p dans cette partie. 

Avant de donner les preuves des théorèmes [T] et [2], on va les reformuler. Le résultat classique 
suivant est dii à Dieudonné et Dwork (voir [H Chap. VI, Sec. 2, Lemma 3] ; [Il Chap. 14, Sec. 2]). 

Lemme 7. Soit F{z) une série formelle dans l + zQ[[z]]. Alors F{z) G l + zZp[[z]] si et seulement 
si e l+pzZp[[z]]. 

On déduit de ce lemme le corollaire suivant (voir [T3l Lemma 5, p. 610]), qui va nous per- 
mettre « d'éliminer » l'exponentielle dans les expressions q{z) = zexp{G{z)/F{z)) et Ql^z) = 
exp{GL{z)/F{z)). 

Corollaire 1. Soit f{z) G zQ[[z]]. On a e^^^^ G 1 + zZp[[z]\ si et seulement si f{z^) — pf{z) G 
pzZp[[z]]. 

D'après les identités p.ip et f il. 21) définissant respectivement G et Gl, on a G(0) = Gl{0) = et 
donc G{z)/F{z) et Gl{z) /F{z) sont dans 2;Q[[2;]]. Ainsi, d'après le corollaire[H on a q{z) G zZp[[z]], 
respectivement qLiz) G Zp[[z]], si, et seulement si ^(^^) — Pj^{z) G pzZp[[z]]^ respectivement 
^(zP) - p^iz) E pzZp[[z]]. 

Or, comme Q est une suite à termes entiers, on a F{z) G 1 + zZ[[z]] C 1 + zZp[[z]]. Ainsi, 
q{z) G zZp[[z]], respectivement qiiz) G Zp[[2;]], si, et seulement si on a F{z)G{zP) ~ pF{z'P)G{z) G 
pzZp\\z\]^ respectivement F{z)Gl{z'p) — pF{z'p)Gl{z) E pzZp[[z\]. 

D'après l'identité ([TID définissant G, le coefficient de z^^^^ dans F{z)G{zP) -pF{zP)G{z) est 

$p(a + Kp) : = 

K / qi (72 \ 

Q{K - j)Q{a + jp) J2 (^ii.He,{K-j) - pHe^ia+jp)) ' M^MK-j) ' PH^a+jp)) ) 

j=0 \i=l i=l J 

et, d'après l'identité ([U) définissant Gl, le coefficient de dans F{z)GL{zf) -pF{zP)Gl{z) 

est 

K 

<î>L,p(a + Kp) := J2 - + JP){Hl{k-j) - pH^a+jp))- 

j=0 

On a donc q{z) G zZp[[z]], respectivement qL^z) G Zp[[z]], si, et seulement si, pour tout a G 
{0, . . . ,p — 1} et tout K G N, on a $p(a + Kp) G pZp, respectivement $L,p(ci + Kp) G pZp. 

4. DÉMONSTRATION DES CAS (i) DES THÉORÈMES [U ET [2] 

On se place sous les hypothèses des théorèmes [U et El On suppose de plus que, pour tout 
X G [1/M(e,f), 1[, on a A(x) > 1. Comme il a été dit en partie [L2l le point (z) du théorème [2] 
entraîne la validité du point (i) du théorème [H Le but de cette partie est donc de montrer que, 
pour tout L G {1, . . . ,M(e,f)}, on a qii^z) G Z[[z]]. D'après la partie [3l il nous suffit de montrer 
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que, pour tout L G {1, . . . , M(e,f)}, tout nombre premier p, tout a G {0, ... ,p — 1} et tout K EN, 
on a $L,p(a + Kp) G pZp. On fixe L G {1, . . . , M(e,f)} dans cette partie. 



4.1. Nouvelle reformulation du problême. Pour tout premier p, tout a G {0, ... ,p — 1} et 

tout K,s et m dans N, on définit 

(m+l)p^-l 

OÙ l'on pose = si £ est un entier strictement négatif. 

Le but de cette partie est de produire, pour tout nombre premier p, une fonction Çp de N 
dans Zp telle que : si pour tout premier p, tout a G {0, ... ,p — 1} et tout i^, s et m dans N, 
on a S{a, K, s,p,m) G p'^~^^gp{m)Zp, alors on a ^L,p{o, + pK) G pZp. Démontrer le cas (i) du 
théorème E] reviendra alors à minorer convenablement la valuation p-adique de S{a, K, s,p,m) 
pour tout nombre premier p. Cette méthode de réduction est une adaptation de l'approche du 
problème faite par Dwork dans [3]. 



4.1.1. Une réécriture de $L,p(a + Kp) modulo pïp. Cette étape est l'analogue d'une réécriture 
effectuée par Krattenthaler et Rivoal dans la partie 2 de |5j. On fixe un nombre premier p. Nous 
allons montrer que 

K 

^L,M + Kp) = Y,HL,{Q{a + jp)Q{K-j)-Q{j)Q{a + {K-j)p)) mod pZp. (4.1) 

i=o 

Pour tout a G {0, ... ,p — 1} et tout j G N, on a 



/v^i ^ 1 \ 



p 



> — + > — — mod pZp 

ip Ljp + tp I 



lLa/p\ 



1=1 ■' 

Nous avons besoin d'un résultat, que l'on démontrera plus loin dans une forme plus générale 
(lemmeini partie [4L2ll : 

Pour tout L G {1, . . . ,M(e,f)}, tout a G {0, ... ,p — 1} et tout j G N, on a 

lLa/p\ ^ 

Q{a + jp) V —— -GpZp. (4.3) 

i=i ^•^ + ' 
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En appliquant (14.31) à (14.21) . on obtient Q{a+ jp)pH^a+jp) = Q{(i+jp)HLj mod pZp et comme 
Q{K — i) G Zp, cela donne 

K 

+ i^p) = ^ Q(i^ - ])Q{a + jp){H^K-j) - pHLia+jp)) 

j=0 
K 

= Y,Q{K- j)Q{a + jp){Hl^k-j) - ^l,) mod pZ^ 

3=0 
K 

= J]i^L,(Q(a + jp)Q(ir-j)-Q(j)Q(« + (^-j)p)) mod pZp, 
i=o 

ce qui est bien l'équation ( 14. ip attendue. 

On utilise maintenant un lemme combinatoire dû à Dwork (voir [Sj Lemma 4.2, p. 308]) qui 
nous permet d'écrire 

K r p'"+l-''-l 

Y,HL,{Q{a + jp)Q{K-j)-Q{j)Q{a+{K-j)p)) = Y, Yl WlI^, K, s,p,m), 

j=0 s=0 m=0 

OÙ r est tel que K < p^', et Wi^a, K, s,p, m) := {HLmp=—Hi^\^ip^ps+i)S{a, K, s,p, m). Si l'on montre 
que, pour tout m et s dans N, on a WL{a, K, s,p, m) G pZp, alors on aura bien ^L^p{a + Kp) G pZp, 
comme voulu. 

Dans la suite de l'article, on notera {■} la fonction partie fractionnaire. Pour tout m G N, on pose 
/ip(m) := l[i/M(,,f),i[({m/p^}), où l[i/M(,,f),i[ est la fonction caractéristique de [1/M(e,f), 1[. 

Pour tout m G N, on pose gp{m) := pt^p'^'^\ On utilise maintenant le lemme suivant que l'on 
démontre dans la partie 14.1.21 

Lemme 8. Pour tout nombre premier p, tout L G {1, . . . , M(ej)} et tout s et m dans N, on a 

p^'^^gpirn) [H^mp' — -f^L[m/pjp''+i) ^ pZp. 

D'après le lemme [Hl si on montre que, pour tout a E {0, . . . ,p — l}, tout i^, s et m dans N, on a 
S{a, K, s,p, m) G p^~^^gp{m)Zp, alors, on aura qL^z) G Zp[[z]], ce qui est la reformulation annoncée. 

4.1.2. Démonstration de (14.31) et du lemme{^ Nous allons énoncer un résultat plus général per- 
mettant de démontrer le résultat (14. 3p et le lemme [3 

Lemme 9. Soit s G s > 1, a e {0, . . . ,p' - 1} , M > 1 et m e N. Soit L G {1, . . . , M}. 
Si [La/p'^\ > 1 alors, pour tout m G {1, ... , [La/p^\} et tout i E {s, . . . , s + Vp{Lm + u)}, on a 

j a+mp" 1^1 
\ p'^ ) - M- 

Démonstration. On note m = YlJLo fnjP^ le développement p-adique de m. On a 

a + mp"" ] a + p'' Y!î~Jo^ ^jP' 



On a p^""* I {u + Lm) et donc p^~^ \ {u + Lm — L{J2'jLe-s''^jP^)) = {u + LÇ}2,^~^~^ m-jp')). Ainsi, 
on obtient 

<_.,L (I »y ) <_Il.,L ff . {^} < il {^} 

et on a bien | | > jj- □ 
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Nous allons maintenant appliquer le lemme[9]pour démontrer (14.30 en utilisant le fait que, pour 
tout n G N, on a Vp{Q{n)) = J2'eLi ^{{^}) ■ En effet, pour tout entier positif c, on a [cx\ = 
[c{x}\ + c[x\ et donc A(x) = A({x}) + (|e| — |f |) [x\. Ainsi, on a |e| = |f | si et seulement si A 
est 1-périodique. On rappelle que si m est un entier naturel, on a la formule t>p((m)!) = X^^i • 
Ainsi, on obtient bien 

ein)\ ■ ■ ■ (cç^n)! \ . f n 



Démonstration de (14.31) . Soit L G {!,..., M(e,f)}, a G {0, . . . ,p — 1} et j G N. Il faut montrer 

que Qia + jp)^\ti^^^ zjiçî ^ P'^p- Si \_La/p\ = 0, c'est évident. Supposons que yLa/p\ > 1. 
En appliquant le lemme [9] avec s = 1, m = j et M = M(e,f), on obtient que, pour tout i G 
{1, . . . , [La/p\} et tout £ G {1, . . . , 1 + î;p(ï + Lj)}, on a {{0' + jp)/p^} > 1/M(e,f) et donc A({(a + 
jp)/p^}) ^ 1- Comme A est positive sur M, cela donne 

oo ^ , I ■ ^ \ l+Vp{Lj+i) . . , ■ ^\ 



ce qui achève la preuve de (14.3p . □ 

Démonstration du lemme{^ Soit L G {1, . . . , M(e,f)} et m et s dans N. Il faut montrer que 
p^^^gp{m){HLmp' - HLirn/pip^+i) ^ p'^p- On écrit m = 6 + gp, où 6 G {0, ... ,p - 1} et g G N. 
On a alors Lmp'^ = Lbp^ + Lqp'^'^^ et L[m/p\p'^~^^ = Lqp^^"^ . Ainsi, on obtient 

Lbp'' ^ VLb/p\ ^ ^ 

et donc p'''^^gp{m){HLrnp^-HL\^ip^ps+i) = gp{b+qp) Y.i=i^^ "lod P'^p- H nous reste à montrer 

que gp{h + gp) Tq+i ^ P^p- Si \Lh/p\ = 0, c'est évident. Supposons que [Lb/p\ > 1. En 

appliquant le lemme [9] avec s = 1, M = M(e,f), a = 6 et g à la place de m, on obtient que, pour 
tout i G {1, . . . , [Lb/p\} et tout ^ G {1, . . . , 1 + Vp{i + Lq)}, on a {(6 + gp)/p^} > 1/M(e,f) et donc 

ce qui achève la preuve du lemme. □ 

4.2. Application du théorème [H La stratégie utilisée par Krattenthaler et Rivoal dans [5j est 
d'appliquer le critère de Dwork (cas fco = du théorème [3]) avec le choix des fonctions = gr = Q 
pour tout r > 0. Cette stratégie ne marche cependant pas toujours quand A n'est pas croissante 
sur [0, 1], même si on ne prend pas forcément Ar = gr = Q pour tout r > 0. En effet, si on dispose 
de deux suites {Ar)r>o et {gr)r>o vérifiant les conditions du critère de Dwork et telles qu'il existe un 
r > tel que Ar = Ar+i = Q et, pour tout s, r et m dans N, p^~^^ gs+r+i{^){HLmp= — HL^jn/p\p=+^) ^ 
O, alors (m) nous dit que, pour tout nombre premier p, tout v < p, tout s, r et m dans N et tout 
u < j9'^, on a 

_ / Q{v + up + mp"+^) _ Q{u + mp') \ l l 

[n^mp^ tlLyruMps^^} ^ Q{^, + up) Q{u) ) ^ g^i^ + Up^ Qiv + Up)^ ' 

(4.4) 
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Or (14.41) n'est pas vérifiée par la suite Q(e,f) définie par e = (10, 5) et f = (4, 4, 3, 2, 1, 1). En effet, 
pour p = 3, L = 10, f = 1, s = 1, m = 1 et M = 2 on obtient 



S(.,f)(7) S(,,,)(2);; W(.,f)(7), 

Précisons la manière dont nous allons utiliser le théorème [3] pour terminer la démonstration du 
cas (i) du théorème El Nous allons montrer dans les parties suivantes qu'il existe un entier naturel 
Xp tel qu'en posant = Q et = Çp pour tout r > 0, {{Ar)r>o, (gr)r>o) est un Ap-couple 
de Dwork. En appliquant alors le théorème [3l on obtiendra bien S{a, K, s,p,m) G p'^'^^gp{m)Zp, 
comme voulu. 

Dans les parties suivantes, on vérifie les hypothèses d'application du théorème [3l 

4.3. Vérification des conditions (z), (u) et (iv) du théorème [H On fixe p un nombre premier 
et on note g := Çp et fi := /ip. Pour tout r > 0, on pose A,. = Q et = 5^. On définit Xp comme 
étant l'unique entier naturel vérifiant p^^ < M(e,f) < p^p^^. On va montrer dans cette partie que 
les suites {Ar)r>o et (gr)r>o vérifient les conditions (z), {ii) et (iv) du théorème [3] avec ko = Xp. 
Pour cela, nous allons uniquement nous servir de l'inégalité p'^^' < M(e,f). L'inégalité Af(e_f) < p^p^^ 
nous servira à démontrer la condition (m) du théorème [3] dans la partie suivante. 

- Vérification de (z) et (ii). 

Pour tout r et m dans N, on a |Ar(0)|p = |Q(0)|p = 1. De plus, Vp{gj.{m)) = jiim) > 0, donc 
on a bien gr(^) G Zp \ {0}. Il ne reste plus qu'à montrer que Ar{m) G g^{m)Zp, ce qui revient 
donc à montrer qu'on a /i(m) < fp(Q(m)). C'est bien le cas puisque, pour tout £ G N, £ > 1, 

on a A ({7}) > l[i/A/(e,f),i[ ({p})' ^(^) ^ 1 PO"^ 1 > x > 1/M(e,f). On obtient bien 
^p(QM) = E.~i A ({7}) > ET=i l[i/AW),i[ ({7}) = -"M- D'où le résultat. 

- Vérification de (iv) avec ko = Xp. 

Si Xp = 0, il n'y a rien à vérifier. Supposons Xp > 1. Soit k E {l, . . . , Ap}, v G {1, ... ,p — 1} et 
m EN. Onap^p < M(e,f) doncp'' < M(e,f). Ainsi 1/M(e,f) < 1/p^ et donc, pour tout i e {l, . . . ,k}, 



on a l[i/M(,,f),i[ [\^^-^ \ ) = l[i/M(e,f),i[ ( <! !> ) = 1. On a alors 



+ m/)) = 5^ l[i/M(.,,),i[ ( <^ M = ^ + Z2 l[i/A'W),i[ ( j \ ) 

e=i \ y. y J / £=k+i ^ ^ ^ 



Pour tout £ > A; + 1, on a | "^^^ | > |^^|- En effet, on écrit m = cp^ + (i où c G N et 
d G {0, . . . ,p'-'' - 1}, et on obtient bien {^} = {^} = > ^ = ||^} = 

Donc Vp{g{v + mp^)) > k + YlT=k+i l[i/A^(e,f),i[ ({■^}) = k + Vp{g{mp^)) et on a bien ^((î; + 
mp*') G p^g{mp^)'Lp. De plus. 



donc gijnp ) G g{m)Zp, comme voulu. 
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4.4. Vérification de la condition (m) du théorème [H On rappelle que Xp est l'unique en- 
tier naturel vérifiant p^p < M(e,f) < p^p^^. On va montrer que les suites (Ar)r>o et (gr)r>o 
vérifient la condition (in) du théorème [3] avec ko = Xp. Pour cela, nous n'utiliserons que l'in- 
égalité ^(e^f) < p-^p+i. D'après la partie précédente, la vérification de la condition (m) montrera 
que {{Ar)r>o, (gr)r>o) Gst uu Ap-couplc dc Dwork et ainsi achèvera la preuve du point (i) du théo- 
rèmeEl Nous allons montrer que la condition {iii) est vérifiée en deux étapes, selon que Vp{m) > Xp 
ou que Vp{m) < Xp — 1. La preuve est relativement longue et décomposée en nombreuses étapes. 



4.4.1. Lorsque Vp{m) < Xp — 1. Nous devons montrer ici que si Ap > 1 et si Vp{m) = k < Xp 

Q{mp) Q{m) 

Q(0) Q(0) 



alors on a — %7kI G p^^'^g{m)'Lp. Comme Q(0) = 1, cela revient à montrer que l'on a 



On écrit m = p^m', où m' G N et (14.51) devient 



QM (^^^ - 1 ) G /+i(?(m)Zp. (4.5) 



Qi^) { - 1 ) e p'^'9{m)Zp. (4.6) 



Pour conclure, on utilise le lemme suivant. 

Lemme 10. Pour tout s G N, tout c G {0, . . . — 1} et tout m EN, on a 



Q{cp) Q{c + mp" 



^p. 



Q{c) Q{cp + mp'+^) ,^1, 

E i + p A 

En appliquant le lemme [TOI avec s = fc, c = et m à la place de m, on obtient q( J/^fc) £ 

1 + p^~^^Zp et donc (^ ^^J^ipk)^ ^ ''") ^ p^^^Zp. De plus, d'après la condition (ii) du théorème [3l 
on a Q(m) G g{m)Zp, donc on a bien (14. 6p . Il ne nous reste plus qu'à démontrer le lemme [TÔl 
Pour cela, nous allons utiliser certaines propriétés de la fonction gamma p-adique définie par 

Tp{n) := (— l)"7p(n), où 7p(n) := 11^=1^- C>n peut étendre Tp à tout Zp mais on n'en aura pas 

{k,p)=i 

besoin ici. On résume les propriétés qui nous serviront pour prouver le lemme [TUl 

Lemme 11. (i) Pour tout n EN, on a l'identité = p"7p(l + np). 
{ii) Pour tout k,n et s dans N, on a Tp{k + np'^) = Tp{k) mod p*. 

Le point (i) du lemme [H] s'obtient en remarquant que ^p{l + np) = Le point (ii) du lemme 
[TT]est le lemme 1.1 de [7]. 

Démonstration du lemme\T^ On a 

Q[cp + mp^~^^) Y\ {ei{cp + mp'^^^))\ {fi{c + mp'^))\ 
11 "ivTTTTwVTP 11 



n\p" 



Q{c + mp'^) {ei{c + mp^))\ ^^-^ (/j(cp + mp^+^))! 

91 \ / 1 

JJ e.(c+rnp»)^^ + e.cp + e.mf^') n f-W) n^f ^/ ^ 

fJl ] pt-C'+'^P )7p(l + ficp + fimp'+^) 

^p..(le|-|f|) n£i(p^'^(-l)^+'^"^^+'^''"P^'"'rp(l + e,cp + e,mp-+i)) 
^ nti (p/«^(-l)i+/»'=f+/'-î'^+^rp(l + /,cp + /.mp«+i)) 

. ^mp-+l^(|e|-|fl) Hti (^^''^(-1)^+'-"-^ rp(l + e.cp + e,mf^')) 
^ ' ' lY^l^(phc^-iy+f.cpYp{l + f,cp + f,mp'+^)) 

]-[g^^pe.c(_x)i+e,cp Ylti Tp{l + gcp + e,mp^+^) 

lUtiPH-'^y^^^"^ ' n£irp(l + /.cp + /,mp^+i)- 
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D'après le point (ii) du lemmeUT], pour tout n G N, on a rp(l + ncp + nmp'^^^) = Tp{l + ncp) 
mod On obtient donc 

IULi rp(i + Âcp + hmp^^') lit, (r,(i + ucp) + o(p^+i)) ' 

où l'on note x = 0{j)^) lorsque x G p^ljp. De plus, par définition de Fp, pour tout n G N, on a 
rp(l + ncp) G Zp . On obtient alors 

nti (rp(l + e^cp) + 0{f^^)) _ YYt, Tp{l + e,cp)_^^ ^ 



et ainsi, 



Wt, (rp(i + Ucp) + o(r+i)) n-ii rp(i + /.cp) 



-(l + 0(/+^)) 



C'est ce qu'il fallait démontrer. □ 

4.4.2. Lorsque Vp{m) > \p. Le but de cette partie est de démontrer le fait suivant. 

Soit p un nombre premier et Xp l'unique entier naturel tel que p^^ < M(e,f) < p^p~^^. Pour tout 
s G N, tout f G {0, . . . ,p — 1}, tout M G {0, ... — 1} et tout m G N, on a 

Q{v + up + mp'+^p+^) _ Q{u + mp'+^p) s+a„+i gjmp^'') ^ . . „x 

Q{v + up) Q{u) ^ g{v + up) ^ ' 

L'équation (14.71) est vérifiée si et seulement si, pour tout v G {0, . . . ,p— 1}, tout m G {0, ... — 
1} et tout m G N, on a 

Q{v + up) Q{u + mp''+^p) \ Q{v + up + mp^^^p"^^) s+x +i di^P^") o\ 

G p ^ — -, r^p- (4-oj 



Q{u) Q{v + up + mp^+^p+^) J Q{v + up) g{v + up) 

l(v+up) Q{u+nip^+^P) 
Q(u) Q(i;+up+mp'+-^P+l) ■ 



Dans la suite, on pose Xs{v,u,m) := ^q^T'' q, ^^"^^ s+\}+i) ■ Ainsi, pour démontrer (14. 7p . il nous 



suffit de montrer que 

{X.{v,u,m) - , fi- + -P + ^P'^'^^') e f-^p-^^^^Zp. (4.9) 

g{mp^pj g[v + up) 

Afin d'estimer la valuation de Xs{v,u,m) — 1, posons, pour tout v G {0, . . . ,p — 1}, tout u G 
{0, ... — 1} et tout s et m dans N, 

n92 J-flfiv/pl ( 1 _|_ fiVap'+^P 
, . i=lllj=l Un+Û 

Ys[v,u,m) := 7 — 

^ ' ' ^ —leiv/p\ f. . e,mp^+H 



nti ni^i^^J (1 + 



Pour s et m dans N et a G {0, . . . — 1}, on note rjs{a,m) := ^ (^| ^^^^^|) • On va 

énoncer un certain nombre de lemmes, que l'on démontre dans la partie [44731 

Lemme 12. Pour tout v E {0, . . . ,p — 1} , tout n G {0, ... — 1} et tout s et m dans N, on a 
Xs{v,u,m) G Ys{v,u,m) (l + p-'^^p+^Zp) et 

Vp{Ys{v,u,m)) = {r]s+\^+i{v + up,0) - ris+x^{u, 0)) - {ri,+Xj,+iiv + up,m) - ris+x^{u,m)). 
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Lemme 13. Soit s G N, f G {0, ... ,p - 1} et m G {0, 1}. â"? {(î; + up)/p>} < 1/M(ej) 
pour un j G {1, . . . , s + Ap + 1}, alors Ys{v, m, m) G 1 + p'^^'^p~^~^^Zp. 

Lemme 14. Pour tout s EN, tout a G {0, . . . ,p'^^^ — 1} et tout m G N, on a 

Vs+x^+i{a,m) > fi{mp^^) (4.10) 

et 



Q{a + mp^^^p^'^] 



s+Xp+l 



Lemme 15. Pour tout s EN et tout a G {0, . . . jp"^^^ — 1}, on a : ?7s+Ap+i(a, 0) = 0, 
Vp{Q{a)) = 7^ ^ I S ^ M et 'f^piyi"JJ = 7^ 



Remarque. Le lemme [TSl repose essentiellement sur l'inégalité M(e,f) < 
Afin de montrer (14.9p . on va maintenant différencier deux cas. 
- Cas 1 : Supposons qu'il existe j G {1, . . . , s + Ap + 1} tel que 



' < t:^- (4-12) 



Soit jo le plus petit des j G {1, . . . , s + Ap + 1} vérifiant (14.12p . D'après le lemme [T3l appliqué en 
jo, on obtient Ys{v,u,m) G 1 + p^'+'^f^-'^+^Zp et donc, d'après le lemme [T2l Vp{Xs{v,u,m) — 1) > 
■s + Ap - jo + 2. 

Montrons qu'on a Vp{g{v + up)) > jo — 1- Si jo = 1, c'est évident. Si jo > 2, alors, pour tout i G 
{1, . . . , jo-1}, on a {{v + up)/p'} > 1/M(e,f) et donc Vp{g{v + up)) = YZi Mvm,.s)M ({^}) > 
jo — 1. D'après (14.1ip . on obtient 



Vp[{Xs{v,u,m) - 1) ] >Vp{Xs{v,u,m}~l}+ 2^ A I <^ 



s+Xp+l 

g{mp^p) J — p\ f>\ y y I / I ^, 

D'où 



Vp {Xs{v,u,m) - 1)- 



g{mp^p) 



(s+Xp+l , , 



>Vp{X,{v,u,m)-\)^Vp{g{y^up))^\ )^ A ( <j ^^^^ [> ) - t;p(^(î; + wp)) 



>(» + A,-,„ + 2)+io-l+«,(f:^) (4.13) 

où l'on a utilisé l'identité Vp{Q.{v + wp)) = E£=^^^ A({^}) du lemme [I5] dans ( I4ï3ll . On a 
donc bien (14. 9p dans ce cas. 

- Cas 2 : Supposons que, pour tout j G {1, . . . , s + Ap + 1}, on ait {{y + up)/pP} > 1/M(e,f). 
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Ainsi, on a Vp{g{v + up)) = l[i/M(,,f),i[({(î^ + up)/p^}) > s + Ap + 1. 

Si Vp(Ys{v,u,m)) > 0, alors, d'après le lemme[l2l Vp{Xs{v,u,m) — 1) > et, d'après (14.111) et 
le lemmeim on a 



"4 ^(^) ) g ^il— }j=''''«'" + "^» + '''i^(^T^j 



> s + A. + 1 + î; 



V 



' Q{v + up) 
^ g{v + up) 



On a donc bien ( 14.9p . 

Supposons maintenant que fp(ys(f , m, m)) < 0. Dans ce cas, d'après le lemme [T2l on a 

Vp{Xs{v,u,m) - 1) = Vp{Ys{v,u,m)) 

= {Vs+\p+i{v + up,0) - T]s+Xp{u,0)) - {r]s+Xp+i{v + up,m) - r]s+Xp{u,m)). 

D'après le lemme [TSl on a rjs+x^+i^v + up, 0) = et ris+Xp{u, 0) = et donc 

Vp{Xs{v,u,m) - 1) = r]s+Xp{u,m) - rjs+x^+iiv + up,m). 

De plus, 

V + up + mps+>^p+^ 



Vp{Q{v + up + mp'+^î'+^)) = X] A ( V 




£=s+Xp+2 



V + up + mp 



5 + A„ + l 



+ Vs+Xp+iiv + up,m). 



Ainsi, on obtient 

Q{v + up + mp'^^^p^^] 



Vp {Xsiv,u,m) - !)■ 



g{mp^v) 

s+Ap+l 



T]s+Xp{u,m)-r]s+Xp+i{v + up,m)+ ^ /\ \^-—^ \ ] + T]s+Xp+i{v + up,m) - ii{mp^^) 



s+Xp+l 



-^-^—^1 + ^,^Xp{u,m) - i^{mp^^). 

Si . = 0, alors on a « = et r/,^(0,m) = E.^a.+i > ET=Xp+i 1[i/m,.,,i[({^}) = 

fi{mp^p) et on a bien (14.91) . En revanche, si s > 1 alors, en utilisant le lemme [T4l avec s — 1 à la 
place de s et a = M, on obtient ris+Xp{u,m) > fi{mp^p), ce qui donne bien (14.9p . Ceci achève la 
preuve de l'équation (14.7p . modulo celles des divers lemmes. 
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4.4.3. Démonstration des lemmes ïIR [7g| [T^ et[J 

Démonstration du lemmeUM On veut montrer que Xs{v,u,m) G Ys{v,u,m){l + p^'^^^'^^Zp). 
On a 

En appliquant le lemme fTÔl avec c = u et s + Xp pour s au terme tout à droite de (14. 14p . on obtient 

A-,(.„,„,™) . ^'";7' ,^'7^7'trL (i+p"^'"z.). (4.15) 

De plus, on a 

Q{v + up) Q{up + mp^+^^+^) _ ( UlU UZiie^up + k)) (nti UtM^P + mf^'^^') + k) 



Qiup) Qiv + up + mp-+^.+i) (jY^l^ Utiif^W + k)) ( n-ii Ul=l{e^{up + mp^+^v+i) + A;) 

i=l 11A:=1 fiup+k ) 



nqi TTeii» / 1 I e^mp^+^P+^ A 
î=i llfc=i Ê,«p+fc y 



Si d G {ci, . . . , Cgj, /i, . . . , /gj} et G {1, . . . , c/f }, alors dup + k est divisible par p si et seulement 
s'il existe j G {1, . . . , [dv/p\ } tel que = jp. On a donc 



D'où 



-(1 + 0(p^+^''+^)) 



Qiup) Qiy + up + mp'^~^^f+^) T-f/i TT VpJ i eimp^^A 

lli=lllj=l eiU+j ) 

= n(î;,M,m)(l + 0(/+^-+i)) 

et donc Xs(f,M,m) G "U, + p'*+^î'+^Zp), comme voulu. 

On va maintenant montrer qu'on a bien aussi 

Vp{Ys{v,u,m)) = r]s+Xp+iiv + up,0) - r],+x^{u, 0) - {r]s+Xp+i{v + up,^) - Vs+Xp{u, m)) . 

On a vu ci-dessus que Vp{Ys{v,u,m)) = Vp{Xs{v,u,m)). Or, d'après (14.151) . on a aussi 

, fQ{v + up) Q{up + mp^-^^p^^) \ 

Vp{Xs{v, u, m)) = Vp —— — — • — — ■ ■ 

\ Q{up) Q{v + up + mp''+^p+^) J 

= Vp{Q{v + up)) - Vp{Q{up)) + Vp{Q{up + mp'^^"^^)) - Vp{Q{v + up + mp'+^''+^)) 
V + up W sr-^ A / I 1 \ A I \ W + mp^ 



P I / — ' \ [ P ) / — \ [ P 



1=1 

OO 



V + up + mp'^^^p^^ 



21 



On a 



et 



.1 r jy — VL 

= r?s+Ap+i (î; + wp, 0) - r^.+Ap+i {v + wp, m) , 

N \ CXD / ^ e-i-X -1-1 



y-y /\ I J ^^\^ ^ ^ f up + mp^^^P^^ 



Donc, Wp(K,(t;,M,m)) = ?7,+Ap+i(î; + wp, 0) - r^^+A^lw, 0) - {ji.^x^^iiv ^ up,m) - r]s+x^{u,m)), ce 
qui achève la preuve du lemme. □ 

Démonstration du lemme 03 Soit s G N, G {0, . . . , p — 1} et m G {0, . . . ,p'^ — 1}. Soit YlkLo '^kP'' 
le développement p-adique de m et L G {ei, . . . , e^^, /i, . . . , /gj}. On définit s + Ap + 1 entiers 
naturels parles relations 6i;,_o [Lv/p\ et bL^k+i '■= [{Luk + bL^k)/p\ pour A; G {0, . . . , s + Ap — 1}. 
On note, pour tout a; G M, [a;] l'entier immédiatement supérieur à x et on définit s + Ap + 1 entiers 
naturels par les relations aL,o '■= 1 et aL,k+i '■= \{Luk + aL,k)/p~\- Dans un premier temps, nous 
allons montrer par récurrence sur r que l'assertion Ar : 

est vraie pour tout r G {0, . . . , s + Ap}. 

On a 6l,o = [-^"^/pJ «l.o = 1, donc est vraie. 

Soit r > 0. Supposons que Ar est vraie et montrons At+i. Si n G {a^^r., . . . , 6^,^}, alors p 
divise LY^^=r'^kP^~^ + n si et seulement si p divise Lur + n, i.e. si et seulement s'il existe i G 
{ \{Lur + aL,r)/pl , • • • , [(i^ttr + &l,t-) /pJ } tel quc Lur + n = ip. On obtient donc 



(4.16) 



D'après et (14.161) . on a bien Ar+i, ce qui achève la récurrence sur r. 

22 



Soit L G {ci, . . . , Cg^, /i, . . . , /qj}. Nous allons montrer par récurrence sur k que l'assertion Bk : 
«L.fc > 1 et bL^k < [L{{v + up)/p''~^^}\ est vraie pour tout k E {0, . . . , s + Xp}. 
On a aL^o = 1 et bi^ = [Lv/p\ = [L{{v + up)/p}\, donc Bq est vraie. 

Soit k > 0. Supposons que Bk est vraie et montrons Bk+i. On a a^^fc+i = \{Luk + aL,k)/p\ et 
bL,k+i = [{Luk + bL,k)/p\, donc aL,k+i > \{Luk + l)/p] > 1 et 



JL,k+l 



< 



Luk L ( V + up 
p p \ p^+^ 



L 



UkP' 



k+l 



k+2 



p 



k+2 



L 



V + up 



p 



k+2 



ce qui achève la récurrence sur k. 

Soit j G {1, . . . ,s+Ap+l} tel que {{v+up)/p^} < 1/M(e,f). Pour tout L e {ei, . . . ,6^^, /i, . . . , /qj, 
on obtient, via Bj-i, que aij-i > 1 et ^lj-i < [^{{v + up)/p-^}J < [M(e,f){(f + Mp)/j>'}J = 0. 
Ainsi, d'après Aj-i, on a 



[Lv/p\ 



n 1 



ra=l 



Lu + 



1 + Oip 



s+\p-j+2 



et donc 



i=i 1 l„=i (^1 + f^u+n ) 1 + 0{p'+^^-^+^) 



nqi TT Le»-" /pj / 1 , 

ce qui achève la preuve du lemme fT3l 

Démonstration du lemme\ï^ Dans un premier temps, nous allons montrer qu'on a bien ( 14.10p . 
Écrivons m = J2k=o ^kp'', où G {0, . . . , p — 1}. On a 

Vs+\+iia,m) - iJ,{mp^^) 

.A, 



1 + 0{p'+^v-]+-i) 



1 + 0{p 



i+\p-j+2\ 



□ 



=s+Ap+2 



oo / 



a + 

pi 

a + mp^^^^' 
pl. 



l[l/M(e,f),l[ 



1[1/M(, 



s+Ap+l 



pt 



nikp 



k+s+\p+l 



pt 



-[lMe,f),l[ 



s-^£-s-\p-2 k+s+\p+l 
Z^fc=0 '"'kP 



pi 



De plus, pour tout £ > s + Ap + 2, on a 

sr^e-s-Xp-2 k+s+\p+l „ _|_ V^~*~'*'P~^ -m, n'^+'^+^P+l — 1 

pt pt 

Donc 



pt 



l[l/M(e,f),l[ 



2^A:=0 



rrikP 



k+s+\p+l 



pt 



Ei-s-\p-2 
^ ^ fc=0 



pl. 

k+s+\p+l 



> 



1 > 



A 



pt 



M, 



(e,f) 



rrikP' 



k+s+\p+l 



> 



pt 



^(e,f) 



a + Ek'S rnkp''+'+^^+' 



> 1 
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et donc 77^+^^+1(0,771) — fi{mp^p) > 0. Ceci termine la preuve de (14 .101) . 
Montrons maintenant (I4.1ip . On a 



s+Xp+l 



S + \p + l 



J2 ^(^^^^^ +Vs+Xp+i{a,m)-i2{mp^^), 



s+Xp+l 

> 

1=1 

OÙ dans (|4.17p . on a utilisé l'inégalité (14.101) . □ 
Démonstration du lemme\M On a ?7^+Aj,+i(a, 0) = YlT=s+\p+2^ ({^}) , ^p(Q(«)) = YlT=i^ ({7 
et vM<^)) = ET=i l[i/M(e„.i[ ({^}) • Or, si £ > 3 + + 2, on a {^} < £^ < < 
car M(e,f) < Donc A [{^}) = Mw^.^M {{w}) = ^'^^ le résultat. □ 

5. DÉMONSTRATION DES POINTS (U) DES THÉORÈMES [U ET [2] 

On se place sous les hypothèses des théorèmes [U et El On suppose de plus que A s'annule sur 
[1/M(e,f), 1[. Le but de cette partie est de montrer qu'il n'existe qu'un nombre fini de premiers 
p tels que q{z) G zZp[[z]] et que, pour tout L G {1, • • • ,M(e,f)}, il n'existe qu'un nombre fini de 
premiers p tels que qL{z) G Zp[[z]]. On fixe L G {1, . . . , M(e,f)} dans cette partie. 

D'après la partie [3l il suffit de montrer que, pour tout nombre premier p assez grand, il existe 
a G {0, . . . ,p - 1} et K G N tels que $p(a + Kp) ^ pZp et <î'L,p(a + Kp) ^ pZp. En fait, nous 
allons montrer que pour tout nombre premier p assez grand, il existe a G {0, ... ,p — 1} tel que 
$p(a) ^ pZp et tel que $i_p(a) ^ pZp ou $l,p(o + p) ^ P^p- 

5.1. Démonstration du point {ii) du thêorême[îl. Nous allons montrer que, pour tout nombre 
premier p assez grand, il existe a G {0, — 1} tel que $p(a) ^ pZp. Dans ce cas, on a 

%{a) = -pQ{a) ( Eti e^He.a - E -il ÂHf.a) . 

Pour tout G N, on a H^a = X]f=i T = X^jfT/^^ ^ mod Zp. Pour tout x G [0, 1], on pose \l/(x) : = 
E-ii Ei=i^ f - Eti Eiiï^ f ■ Ainsi, pour tout'a G {0, ... ,p - 1}, on a $p(a) = -Q{a)^{a/p) 
mod pZp. Il suffit donc de montrer que, pour tout premier p assez grand, il existe a G {0, . . . ,p—l} 
tel que Vp (Q(a)) = Vp {'^{a/p)) = 0. 

Pour tout c? G N, (i > 1, les sauts de l'application x ^— [dx\ sur [0, 1] se font aux abscisses 
|, . . . , 1. Soit V := {ei, . . . , e^j, /i, . . . , /çj} et 71 < • • ■ < 74 = 1 les rationnels qui vérifient 
{71, . . . , 7j} = Udecl^î ^T^' -'-}• Pour tout i G {1, . . . , t}, on note rrii E Z l'amplitude du 

saut de A en 7^. Pour tout x G [1/M(ef), 1[, il existe un i G {1, . . . , t — 1} tel que x G [7i,7i+i[ et 

on a alors *(.) = E?.U Ejlf JT^ " Et, E^it^ jk = EU, 

La fonction A prend la valeur sur [1/M(e,f), 1[ donc il existe un zq £ {1, • • • , ^ — 1} tel que A 
soit nulle sur [7j(,, 7îq+i[. Il existe une constante Vi telle que, pour tout premier p > Pi, il existe un 
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ttp E {0, . . . ,p — 1} tel que ap/p G [7î(,, 7io+i[. Ainsi, pour tout premier p > "Pi, on a A{ap/p) = 
et "^{ap/p) = J2t=i T^- existe une constante V2 > Vi telle que, pour tout premier p > V2, on 
ait XlfcLi ^ ^ U {0}- Le lemme suivant nous permet de conclure que l'on a pas Yl'^k=i ^ ~ ^■ 



Lemme 16. Soit e := (ei, . . . , e^J et f := (/i, . . . , fq^) deux suites d'entiers strictement positifs 
disjointes. On se place dans les conditions ci-dessus. S'il existe io G {1, . . . ,t} tel que A{e,f) soit 
positive sur [7i,7io[ et nulle sur [7^^,, 7îq+i[, alors on a 



y^>0 et 



n 1+ 



fc=i 

rrik 



Ik 



> 1. 



Remarque. On utilisera l'inégalité 111=1 \^ + '^j > ^ dans la démonstration du point (ii) du 
théorème El 



D'après ce lemme, pour tout premier p > max('P25 ^(e,f)), il existe un G {0, . . . ,p — 1} tel que 

A{ap/p) = et ^(flp/p) G Z^, car ^(op/p) = ^^'^^ ^ ^ 0. Pour tout £ G N, £ > 2, on a Op// < 

1/p < l/^{e,f) et donc A({ap/p^}) = 0. Ainsi, on obtient bien Vp{Q{ap)) = ^iWp/P^}) = 
et "^{ap/p) G Zp , ce qui termine la démonstration de l'assertion (ii) du théorème [H 

Démonstration du lemmeUM Les suites e et f sont disjointes donc 71 = 1/M(e,f) est un saut effectif 
de A. Comme, pour tout x G [0, 1], on a A(x) > 0, on obtient A(7i) > 1, i.e. nii > 1. Comme A 
est nulle sur [74^, 74^+1 [, on a X]fc=i"^fc = 0. Or mi > 1 donc io > 2. On va maintenant montrer 
par récurrence sur i que, pour tout £ G {2, . . . , zq}, on a 



'"'>-y]mfc et n(i 

k=l k=l k=l 



E 



7fe 



> 1 



le) 



(5.1) 



On a — >■■■> — et mi >1 donc 

71 7t 



mi m2 mi m2 
\ > \ et 

7i 72 72 72 



1 + 



7i 



mi 



Ainsi, (I5.ip est vraie pour £ = 2. Si io > 3, soit £ G {2 
hypothèse de récurrence, on a 



1 

+ — 

72 

,...,io 



> 1 



1 

72 



mi+m2 



1} tel que (I5.ip soit vraie. Par 



^+1 



— > — > mfc + 



fc=i 



Ik 11 



k=l 



fc=i 



> 



1 + - 

7e J 



1 + 



7^+1 



Comme A est positive sur [7i,7îo[i on obtient X]fc=i"^fc > et donc ■^Ylk=i''^k > ::^Ylk=i''^i<^ 



et ( 1 + ^ 



> 1 + ^ 



£+1 



Ainsi, on a bien 

i+i 

1k J 



k=l 



1\'"^ / 1 
> 1 + 



fc=l ' A;=l 

ce qui achève la récurrence. 

En utilisant (El]) avec i = io, on obtient ^^"^1 ^ > :^ ELi ^fe = et HLi (l 



1 + ^ 

7»o 



7fc 7îo 

1, ce qui achève la preuve du lemme. 
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1 



-l""> 

7fc 



□ 



5.2. Démonstration du point (ii) du théorème [2l On fixe L G {1, . . . , M(e,f)} dans cette 
partie. Nous allons montrer que, pour tout nombre premier p assez grand, il existe a G {0, . . . ,p— 1} 

tel que $L,p(a) ^ pZp ou $L,p(a + p) ^ pl^p. On rappelle qu'on a $L,p(a) = —pQ{a)HLa- 

Comme on l'a dit dans la partie [ÏÏTTl on a Hia = X]j=i''^^ j]; mod pZp, ce qui donne $L_p(a) = 
— Q(a)ifL2,a/pj mod pZp. Pour tout premier p et tout a G {0, . . . ,p—l}, on a H\^La/p\ ^ {0, iïi, • • • , -^l}- 
Il existe une constante Vi telle que, pour tout premier p > Pi, on ait {Hi, . . . , if^,} C . D'après 
la partie Em il existe une constante V2 > -^(e,f) telle que, pour tout premier p > V2, il existe 
a G {0, ... ,p — 1} tel que Vp{Q{a)) = 0. Pour tout premier p >Vo '■= max(Pi, P2), alors il existe 
Cp G {0, . . . ,p — 1} tel que fp(Q(ap)) = et H^Lap/pi G U {0}. Ainsi, si [Lap/p\ > 1, alors on 
a ^L,p{o,p) ^ pZp. On remarque cependant que si L = 1, alors on a toujours [1 • ap/p\ = et donc 
$i,p(op) G pZp. On fixe un premier p >Vo dans la suite. 

Nous allons maintenant montrer que si [Lap/p\ = 0, alors on a $L,p(ap + p) ^ pZp, ce qui 
achèvera la preuve du point (ii) du théorème [2l Si [Lap/p\ = 0, alors on a —pQ{ap)HLap G p'^p- 
De plus, on a iJ^(,^+p) = Ei={^'^ } = ^ E12"^'''^^'^ T mod Zp et [Liap + p)/p\ = L donc 
pHL{ap+p) = -f^L mod pZp. On obtient 

1 

$L,p(ap + p) = 2(1 - J)2(ap + JP){HL{l-j) - pHL{ap+jp)) 

j=Q 

= Q{l)Q{ap){HL-pHLap) - Qiap+p)pHLiap+p) 
= 2(1) Q{ap)HL - Q{ap + p)Hl mod pZp 

avec Hi et Q(ap) dans Z^. De plus, on a p > M(e,f) donc fp(Q(l)) = A({l/j)^}) = car A 
est nulle sur [0, 1/M(e,f)[. Il nous suffit donc de montrer que 1 — G Z^ . On a 

Q{ap+p) _ n-iin;=i(e.s+j) 
2(s) miinft(/.ap+jr 

Pour tout d G {1, . . . ,M(e,f)}, on a 11*1 ("^S + i) = Y[t^oWj=i{dap + j + kp). Comme p > M(e,f), 
on a \_daplp^\ = donc il existe na G {0, ... ,p — 1} tel que dop = rid + [dap/p\p. Pour tout 
G {0, . . . , ci — 1}, on a alors 

p p-i 

Y\ {dap + j + kp)=Y\_{^ + 0{p)) = -l + 0{p) et dup + p - nd + kp = p{[dap/p\ + 1 + k), 

j=l m=l 
jVp-"d 
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ce qui donne nJi(rf«P+j) = i-l+0{p))YUtl{[daM+l+k) = ((-l)'^+0(p))/nti(L^VpJ- 
1 + k). Ainsi, on obtient 

Q{a, + P) _ (((-!)" + nLi(Mp/pJ + k) 

= ((-1)1^1 + o(p)) (i-ir + o(p)WeiHfill£iihVpi±^ . reiiU^p/pj! 



ce qui donne 



OÙ la dernière égalité a lieu car ap/p G [7^0, 7j(,+i[. Le lemme[T6]nous dit que nfc=i ~^ ^) ^ 

on ne peut donc avoir ni=i i-'-"'"^) =1 + (p) que pour un nombre fini de premier p, car 
rappelons que si x G Q est dans pZp pour une infinité de nombres premiers p, alors x = 0. Ainsi, 
pour tout premier p assez grand, on a bien [La^/pJ = ^ ^L,p{cip + p) ^ p'^p, ce qui termine la 
preuve du point (u) du théorème [2l 

6. RÉSULTATS HYPERGÉOMÉTRIQUES 

Le but de cette partie est de caractériser les séries hypergéométriques généralisées dont les 
coefficients peuvent se mettre sous forme factorielle. Cela nous permettra de décrire les sauts de 
l'application de Landau sur [0, 1] et d'en conclure que A(e,f) est croissante sur [0, 1[ si et seulement 
si l'équation différentielle fuchsienne associée à -F(e,f) a tous ses exposants égaux à à l'origine. 

6.1. Séries hypergéométriques définies par des quotients de factorielles. Soit e et f deux 
suites d'entiers positifs. La série formelle F(e,f)(z) = X^^^o 2(e,f)(^)-2" 6st une série hypergéo- 
métrique (voir [2l Lemma 4.1, p. 431]). Nous allons caractériser les suites G C et 

{Pi, . . . , Ps) G (C \ IjkoY telles qu'il existe deux suites d'entiers positifs e et f vérifiant 



/ ai, . . . , g, y _ >^ {ai)n ■ ■ ■ («r)» _ {em)] ■ ■ ■ (e^^n)! ^„ 



où := x{x + 1) ■ ■ ■ {x + n — 1) pour > 1 et (x)o = 1 (symbole de Pochhammer). Nous allons 
avoir besoin du résultat d'unicité suivant. 

Proposition 1. Soit C et C deux constantes strictement positives, ai, ar, a[, a'^,, Pi, Ps 
et P[, Pg, des complexes où aucun des Pj ni aucun des Pj n'est un entier négatif tels que, pour 
tout {i,j) G {1, . . . , r} X {1, . . . , s}, on ait ai 7^ Pj, et, pour tout {i,j) G {1, . . . , r'} x {1, . . . , s'}, 
on ait a[ 7^ P'j. Si, pour tout n G N, on a 

n!(A)„- ■■(/?.)„ n!(/30n---(/?^On' ^ ^ 

alors on a C = C , r = r' , s = s' et il existe une permutation a G Sr et une permutation t ^ Sg 
telles que, pour tout i G {1, . . . , r}, on ait ai = a^^^^ et, pour tout j G {1, . . . , s}, on ait Pj = P'^-ij)- 
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Démonstration. Soit i dans N, en divisant l'identité (16.21) avec n = i + 1 par celle avec n = i 
on obtient, pour tout i dans N, i > 1, C |^||||^j'''|^''^'j = C^'-^^T^TyrT^^f^^- Ainsi, les deux fractions 

rationnelles P{X) := et Q{X) := sont égales. Elles ont donc les 

mêmes racines avec mêmes multiplicités et les mêmes pôles avec mêmes ordres. D'où le résultat. □ 

Afin de caractériser la forme des suites («i, . . . , a^) et . . . , Ps) vérifiant (I6.ip . on définit un 
certain type de partition de multi-ensemble. 

Définition. Pour G N, > 1, on note Rn := {w/N : 1 < w < N, {w, N) = 1}. On dira qu'un 
multi-ensemble {ai, . . . , a^} de réels est iî-partitionné selon le multi-ensemble {A"!, . . . , N/.} s'il 
existe des entiers strictement positifs Ni, . . . , Nk et une partition Ei, . . . , Ek de {1, . . . ,r} tels que, 
pour tout j G {1, . . . , fc}, Card{Ej) = ^{Nj) et {ai : i G Ej} = Rj^.. 

Par exemple, le multi-ensemble {1/3,1/2,1/2,2/3} est i?-partitionné selon le multi-ensemble 
{2,2,3}. 

Si A^ est un entier non nul, on note Cn '■= N'^^^'^ Y\p\nP~^ ^ > 1. Si a est une 

suite i?-partitionnée selon (A"!, . . . , Nk), on note Ca '■= Cni ■ ■ ■ Cn^- Si a et /3 sont deux suites R- 
partitionnées, on note C^a,i3) '■= Ca/Cp. On note Q l'ensemble des suites de la forme Q(e,f)(^) : = 
thn)\--tfn^V °^ ^2 ^ ^' ^1 g2 7^ 0, Cl, . . . , Cg,, /i, . . . , G N. On note P l'ensemble des suites 

de la forme := n\{p")Z^ZMn ' où r, s G N, rs ^ 0, (ai,...,^^) et . . . , sont 

deux suites i?-partitionnées. 

Proposition 2. On a P = Q et, si C^a,p^:^^^0^ = {j^^j^^y;^"]! Pour tout n > 0, alors 
C^a,,) = $^ etr-s-l = \e\-\f\. 

Jl "'J<12 

Cette proposition caractérise complètement les fonctions hypergéométriques dont les coefficients 
peuvent se mettre sous forme de quotients de factorielles. Pour démontrer la proposition [2], on va 
utiliser un lemme dii à Zudilin ( |13l Lemma 4, p. 609]). 

Lemme 17 (Zudilin). Soit N > 2 un entier. On écrit N = p'iP'^ ■■■pl^ sa décomposition en 
produit de facteurs premiers. Pour tout n G on a alors C'^ ("n!^^^) " ~ ' 

N N 



{ei}i=i,...,gi = |a, 

{fj}j = l,...,q2 = |l>"->l 



PjlPj2 PjlPj2PjzPji ) l<jt<j2<-<i 

N N 



Pjl PjlPj2Pj3 ) l<ji<j2<...<i 



et de plus, \e\ = \f\. 



Démonstration de la proposition [H Montrons que P C Q. 

Soit a := («!,...,«,.) et /? := {Pi, . . . , Ps) deux suites iî-partitionnées respectivement selon 
(A^i, . . . , A'fc) et {N[, N'i.,). Quitte à réordonner les suites (A^i, . . . , A^fc) et (A^{, . . . , A'^,), on 
peut supposer qu'il existe /cq G {0, . . . , /c} et /eq G {0, . . . , k'} tels que, pour tout i G {1, . . . , ko} 
et tout j G {1,...,/cq}, on ait Aj > 2 et Aj > 2, et, pour tout i G {fco + l, . . . , k} et tout 
j G {/cq + 1, . . . , k'}, on ait Aj = 1 et A] = 1. Pour tout G N, on peut alors écrire 



^l)k^-ko-(k'-k',)^\ (6.3) 



I3€R 
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On a C(a,/3) = Ijfc/ ^ = ^^r^—^, car Ci = 1. Ainsi, en multipliant (16.3p par Cj^ais)^ pour tout 
n G N, on obtient 

(ai)n---(ar)n 



("•^)n!(A)„---(/5,) 



On a (i)^-^o-{A.'-A.i)-i ^ ^ ^^^^ p^^^ ^^^^ z G {fco + 

1, . . . , k} et tout j G {/cq + 1, . . . , k'}, on a (p{Ni) = (p{Nj) = {p{l) = 1. Ainsi, d'après le lemmefTTl 
il existe des entiers strictement positifs ei, . . . , e^^, /i, . . . , tels que 

Mn ■ ■ ■ Mn _ (cin)! ■ ■ ■ (e,,n)! . ,.y,t. ^iN,)-T.t. 
^"•^^n!(A)„---(/3.)„, ihn)\ . . . iUny} ' 

D'où le fait que P C Q. 

Montrons l'inclusion inverse Q C P. 
Pour tout £ G {1, . . . , Cl}, on a 

l] ^lfl + lV..fl + „_lUii±£i../+("-l)^-. (6.4) 

Les numérateurs de (16.41) correspondent aux nombres dans {1, . . . , nei} qui sont congrus à i modulo 
Cl. Ainsi, si ei > 2, alors on a 



et si Cl = 1, alors on a simplement n! = On peut donc écrire 



fi 1 



/ >2 ^ ^ ' " ^ 



où^^:=^)r^-Onadoncr-.-l = Eti(e.-l)-E?=i(/.-l) + gi-g2 + l-l = |e|-|f|. 
Si Cl > 2, alors on a 



(6.6) 

d|ei, d>2 



En effet, notons Ci = ■ • - p"" la décomposition en facteurs premiers de ei. On a 

{l,...,ei-l}= U W---P^r : (r,pi ■ ■ -p,) = 1, 1 < r < p^"'^ ■ ■ "P:^"'^} • 

0<fei<ai,...,0<6ç,<as 
(6l,...,6s)^{aivia3) 
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Ainsi, on obtient 

{bi,...,bs)j^{ai,...,as) 

= U 

d|ei, d>2 

En utilisant l'identité (16.6p dans (16.5p . on obtient 

/ M / M n^ii ridie, nae/?d('^)" / \ 91-92+1 

(emy. ■ ■ ■ {eg,n)\ _ ' ^ 



-bs 



d>2 




OÙ ici n7eiîi(7)n = (l)n- Si gi — g2 + 1 est positif alors on regroupe le produit des 7 avec celui des 
a au numérateur, et si gi — g2 + 1 est négatif alors on regroupe le produit des 7 avec celui des j3 
au dénominateur. On indexe les a et /3 afin d'obtenir l'écriture 

(ein)!---(eg,n)! ^ {ai)n- ■ ■ Mn , 
{f\ny. ■ ■ ■ iUny. ^ ' ' 

où les suites a := («4)1=1, ...,r et /3 := (/5j)j=i,...,s sont -R-partitionnées. 

Il ne reste plus qu'à montrer que C = C(a,i3)- Comme P C Q, il existe des entiers strictement 
positifs e'i, e'g^, /{,... , /^^ tels que, pour tout n G N, on ait 

Mn---K)n _ {e\n)\ ■ ■ ■ {e'^,n)\ 
("'^)n!(A)„---(/5.). (/W!---(/4n)!- ^ • ^ 

En divisant le terme de gauche de l'égalité (16.71) par le terme de droite de l'égalité (16.8p . on obtient, 
pour tout n G N, 

(An)!---(/,,n)!(e»!---(e;,n)! \C^^,,)) ' 

Raisonnons par l'absurde et supposons que C soit différent de C[a,i3)- H existe deux suites d'entiers 
strictement positifs disjointes (ci, . . . , Cfc) et (rfi, . . . , di) telles que, pour tout n G N, on ait 

{ein)\---{eq,n)\{f[n)\---{f'^,n)\ _ (c,n)! ■ ■ ■ (c^n)! 
(/m)! • ■ ■ (^n)!(e»! ■ ■ ■ {e'^,n)\ ~ {din)\ ■ ■ ■ {d,n)\ ' 

Comme C /C(^a,i3) 7^ 1 et d'après l'identité (16.91) . (ci, . . . , c^) et («ii, . . . , (i^) ne peuvent être simulta- 
nément vides. Soit M := max(ci, . . . ,Ck,di, . . . ,de). D'après ( 16. Sp et par unicité de l'écriture sous 
forme de coefficients hypergéométriques i.e. proposition [H le symbole de Pochhammer (1/M)„ 
devrait apparaître dans le terme de droite de l'égalité ( 16.9p . mais ce n'est pas le cas. D'où la 
contradiction. □ 

6.2. Description des sauts de l'application A de Landau. Dans cette partie, nous allons 
montrer que les abscisses et les amplitudes des sauts effectués par A(e,f ) sur [0, 1] apparaissent 
naturellement dans la réécriture de Q(e,f) sous la forme V[a,(3)- 

Proposition 3. Soit e et f deux suites finies d'entiers strictement positifs. On peut écrire de 
manière unique la suite Q{e,f) sous la forme 

Q^ej){n) = C"(7i)r • • • (7t)r, ^ > 0, (6.10) 
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où C est une constante strictement positive, < 71 < ■ ■ ■ < 7^ < 1 sont des rationnels et les 
mi, . . . ,mt sont dans Z \ {0}. Les sauts de ^(e,f) sur [0, 1] se font aux abscisses 71, . . . ,7t avec 
rUi pour amplitude (positive ou négative) en 7^. 

Démonstration. On écrit e := (ei, . . . , e^J et f := (/i, . . . , /gj. L'existence et l'unicité de l'écriture 
( IG.lOp découlent respectivement des propositions [2] et [T] de la partie IG.li Étudions les sauts de la 
fonction A(e,f ). 

Si c G N, c > 1, alors la fonction [0, 1] — > Z, x 1 — > \_cx\ effectue un saut d'amplitude 1 en 
— et 1. D'après (16.5p . pour tout n > 0, on a 



1 2 c- l 
c ' c ' ■ ■ ■ ' c 



qi-q2 



- ^ TT) 7]^ TJ\ f^EÏV^^" ■ 

Ainsi, en simplifiant le quotient et en regroupant les symboles de Pochhammer identiques, on 
obtient l'écriture Q{e,t){n) = C"(7i)™^ . . . (74)^*, n > 0, où les 71 < ■■■ < 'jt correspondent 
effectivement aux abscisses des sauts de A(e,f ) et les m^, 1 < i < t, à leur amplitude. □ 

Remarque. Des résultats analogues à ceux de la proposition [3] sont mentionnés dans [H] par 
Rodriguez-Villegas puis précisés dans [2J par Bober. 

Supposons que, pour tout x G [0, 1], on ait A(e,f)(x) > 0. Alors, comme A(e,f)(0) = A(e,f)(7t) = 
0, 7i correspond à un saut d'amplitude positive et 7^ correspond à un saut d'amplitude néga- 
tive. On remarque grâce à l'identité ( 16. Sp que 71 = 1/M(e,f) et 7^ = (M(e,f) — 1)/M(e,f) ou 1, 
où M(e,f) = max(ei, . . . , e^j, /i, . . . , /gj). Or 71 correspond à un saut d'amplitude positive donc 
M(e,f) = max(ei, . . . , J := Mg et 74 = 1 car (Mg — 1)/Me correspond aussi à l'abscisse d'un saut 
d'amplitude positive. En résumé, on a 71 = l/Mg, 7* = 1 et, pour tout x G [(Mg — 1)/Me, 1[, on 
a A(e,f)(x) > 1. 

Supposons de plus que, pour tout x G [l/Mg, 1[, on ait A(e,f)(a;) > 1. On sait alors que (Mg — 
1)/Me correspond à l'abscisse d'un saut d'amplitude positive. 

Si Me > 3, alors on a (Me - 1)/Me > 1/Me et, pour tout x G [1/Me; (Me - 1)/Me[ on a 
A(e,f)(a;) > 1, donc pour tout x G [(Me — 1)/Me, 1[ on a A(e,f)(x) > 2. Ainsi < —2, ce qui si- 
gnifie que dans l'écriture des coefficients hypergéométriques sous la forme C^^ i3) (i)^'i(3i) '^'ip''"i) ' 
moins un des Pi est égal à 1. D'après [Hl p. 310], ceci implique que l'équation différentielle fuchsienne 
associée à -F(e,f) admet une solution de type logarithmique à l'origine G'(e,f)(-2) + log(-2)F(e,f)(-2), 
où G(e,f) est définie par l'identité (ll.ip donnée dans la partie [TTl 

Si Me = 2, alors Q(e,f)(^) est de la forme Q(e,f)(n) = ^ = {2^^^ ^77!^, où j G N, j > 1. Ainsi 

le seul couple de suites (e, f) dont l'équation différentielle hypergéométrique associée n'admet pas 
de solution de type logarithmique à l'origine correspond au cas j = l. 

Nous allons maintenant montrer que si e et f sont deux suites d'entiers strictement positifs 
disjointes vérifiant |e| = |f |, alors les assertions suivantes sont équivalentes. 

(i) A(e,f) est croissante sur [0,1[. 

{ii) Il existe des entiers strictement positifs Ni,...,Nf: tels que e est constituée des éléments 
du multi-ensemble lJi=i et f est constituée des éléments du multi-ensemble |J!Li Bn,, où 
les multi-ensembles A^. et Bjy^ sont définis comme dans la partie [L2l 

(m) L'équation différentielle fuchsienne associée à -F(e,f) a tous ses exposants égaux à à l'ori- 
gine. 

Soit (ai, . . . , ar) et (/3i, . . . , Ps) les suites telles que Q(e,f) = '^(a,i3)- 
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Si A(e,f) est croissante sur [0, 1[ alors /?i = ■ ■ ■ = /5s = 1 et l'équation différentielle fuchsienne 
associée à -F(e,f) a donc tous ses exposants égaux à à l'origine (voir [l2])- Ainsi, on a (i) =^ {iii). 
De plus, comme a est i?-partitionnée, il existe des entiers strictement positifs Ni, . . . ,Nk tels que 
{ai, . . . , ar} = U!Li ^n^- Ainsi, d'après le lemme [TTl on obtient bien (i) =^ (ii). 

Réciproquement, s'il existe des entiers strictement positifs Ni,...,Nk tels que e est consti- 
tuée des éléments du multi-ensemble IJiLi et f est constituée des éléments du multi-ensemble 
Uî=i alors le lemme [I7] montre que /3i = ■ ■ ■ = /3s = 1. On a donc bien (i) {ii). 

Si l'équation différentielle fuchsienne associée à -F(e,f) a tous ses exposants égaux à à l'origine, 
alors /5i = ■ ■ ■ = /5s = 1 et A(e,f) est croissante sur [0, 1[. On obtient bien {i) ^ {iii). 
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